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NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI 


LỜI MỞ ĐẦU 


Cuốn sách "PHƯƠNG PHÁP TRẮC NGHIỆM HÌNH HỌC GIẢI TÍCH"” này 
được biên soạn dựa trên nội dung sách giáo khoa Hình học 12 chỉnh lý và 
hợp nhất năm 2000. Chúng tôi đã sắp xếp các nội dung ôn tập môn học này 
theo chuyên để và mỗi chuyên đề lại được chia ra các vấn để chỉ tiết và cụ 
thể. Mỗi chuyên để được trình bày theo trình tự sau đây : 

A. Tóm tắt lí thuyết. 

B. Phương pháp giải toán. 

C. Các bài toán ôn tập. 

D. Các đề toán tự luyện. 


Chúng tôi có trích và lựa chọn đưa thêm một số đề thi tuyển sinh vào 
các trường Đại học và Cao đẳng trong toàn quốc những năm gần đây, giúp 
các bạn học sinh làm quen với các loại đề toán đó. 

Cuốn sách này được biên soạn nhằm giúp đỡ người học có điều kiện để 
tự học tốt hơn, rèn luyện được óc tư duy sáng tạo trong học tập của học sinh 
để không gừng nâng cao chất lượng học tập. 

Cuốn sách gồm có 10 chuyên để và được chia ra hai phần : phần 1 là 
phần hình học giải tích trong mặt phẳng do TS. Đậu Thế Cấp biên soạn, 
phân 2 là phần hình học giải tích trong không gian do PGS.TS Nguyễn ˆ 
Mộng Hy biên soạn. Cuối cùng có phần trắc nghiệm nhằm giúp người học 
hoàn thiện thêm kiến thức của mình. 

Chúng tôi mong rằng sẽ nhận được nhiều ý kiến đóng góp của đông 
đảo độc giả để các lần tái bản sau này, cuốn sách được cải tiến với nội dung 
và chất lượng tốt. hơn. 


Các tác giả 


Phần 1. HÌNH HỌC GIẢI TÍCH TRONG MẶT PHẲNG 


Chuyên đề 1 : VWECTƠ Vũ TỌđ ĐỘ TRONG MặT PHẳNG 


A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 








¬ © 
1. TỌA ĐỘ CỦA ĐLỄM M(X; Y) ĐỐI VỚI HỆ TỌA ĐỘ lo ©Ị; sa] 


MŒ\‹; y) © OM=xei¡+ye¿. 
2. TỌA ĐỘ CỦA VECTƠ 


—~- 


® a =(a¡; a¿)© a= 13¡©@¡+A¿ ©¿. 

s® - Với A(xa; yA) và BŒxp; yy) thì : AB = (xp — XA; YB — YA). 
3. CÁC PHÉP TO“N VỀ,VECTƠ 

Cho h = (ai; aa); b =(bị;b¿), ke, khi đó : 


_> 


° ad b = (ai + Dị; a¿ + bạ); karc.(Eau ad] 
[ai = = kbạ l - 3a 
la, =xb,ạ bị, b; 


° xẽÉp = 


Nếu n a=k b : hai vectơ a và b được gọi là cùag phương, kí hiệu a b. 


Chú ý : Veciơ 0 được coi là cùng phương uới mọi Uectd. 
—~ —- a:=b 
° a=be ` KỂ 
a¿ = bạ 


4. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


° 8. = La I.Ib EEes(w„ b). 


Cho: a= (ai; A2); b = (bị; bạ) 


+ — 











a.b= aibi + a;b¿. 
s« la|l= va Sa 
_N 
c8 Sẽ ".b b b 
s 'šgsfB ,D}S= = S & Ai  nÁ : 
lallIbl di” ra” bị +bạ 


-~ 


+ 7 


Lh« 8. xÙ ca sửy +iaibu =0P 





. ĐIỂM M CHIA ĐOẠN THẲNG AB THEO TỈ SỐ k # 1 





OA -kOB 
1~-k 
XẠ -kXp 
1-k 
_- TA -kyn_ˆ 
1-k 





eỔ AB=kMB evO,OM= 









XM = 





Tọa độ của M : 
ŸM 






e Mà trung điểm của đoạn AB © k = -1 © MÃ =-MB 





XA †+Xp YA †YB 
g— ”' 8 : 


(XM; YM) = 





6. MỘT SỐ HỆ THỨC THƯỜNG GẶP 






e_ Với ba điểm O, A, B bất kỳ, ta có: AB = AO+OB (hệ thức Cha:les) 






— 


-OA. 






BỊ 8| 










— 


©e AB=-BA. 





f 





e© Mlà trung điểm của đoạn AB, với O bất kỳ ta có :. OM = —, 





G là trọng tâm của tam giác ABC c> GA + GB + GC = 0 






© VO, Oổ = (OÄ + OB+ O3). 





1. CÁC BẤT ĐẲNG THỨC 





Cho a =(ay;ag), b= Œị; bại. 


e 1a +bl<lal + Ib! @ất đẳng thức tam giác) 





- Dấu "=" xảy ra khi a, b cùng phương. 





- 


* Ia.bišfaltbl #@3 






Dấu "=" xảy ra khi a, b cùng phương 


MU ị 2 2 Ị 2 2 
&Ằ laiby + a; bạ Í <Š ch +aaạ. bị +b¿ 


'© (arbi + a;bạ)° < ((aƒ +a2)(bỷ +hbỷ). 







B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấn đề 1 : CHỨNG MINH HỆ THỨC VECTƠ. TÌM TỌA ĐỘ VECTƠ CỦA ĐIỂM 
A. PHƯƠNG PHÁP 


| Sử dụng các tính chất của phép toán vectơ và công thức tính độ dài của | 
vectd. 


B. VÍ DỤ 
Ví dụ 1 
Cho tam giác ABC với G là trọng tâm của tam giác đé : 
















a) Với mọi điểm M, chứng minh rằng : MA + MB + MC = 3MG. 


: ? % +Xp †+Xc + + 
b) Chứng minh rằng : xe = Đề Tin, Tiệc S2 ;ÝQ= CÁ UÊN UỂ 


3 3 
c) Tìm tọa độ của G trong trường hợp A(-1; 3), B(2; 1), C(1; -). | 
Giải 
8) Ta có : MẢ+MB+MẺ = (MÔ + GA) +(MG + GB) + (MÔ + GÓ) 
= 3MG + (GÀ + GB + GÓ) = 3MG. 


XẠ +Xp +Xc =ỔXG 


b) Theo a), chọn M z O ta có : 0Ä + 08 + 0C = 206 = | : 
YA +Yp +Yc =3Yo 


Vậy có uiều cần chứng minh. 





: -1+23+1 2 
(ty Öane:goosisee 
h) 3 1 1 

ti 

e) Theo b) JJICS Ề 3) 

YŸq = 3 mu 
Ví dạ 2 - 

| Tìm điểm M trên trục tung cách đều hai điểm A(-1; 3) và B(1; 4). | 

Giải 


Giả sử M(O; m). Khi đó : 








MA=MB = Jj(C12+(@-m)? =y12+(4-m)? = m= 


2= 
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Vấn đi 2 : CHỨNG MINH BA ĐIỂM THẲNG HÀNG 
A. PHƯƠNG PHÁP 


—>  — _—— — 
Ba điểm A, B, C thẳng hàng © AB// AC © AB =kÁC. 
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B. VÍ DỤ 














Ví dụ 8 
_m+l1 
Chứng minh ba điểm : A(m, 2m + 1); '= } C(2 - m: 5 - 2m) 
m-1 m=1† 
thẳng hàng với mọi m z 1. 
Giải 
cˆyi Jun Ã _ 2x = 
AB- HH TƯ, 2Zcm+m+1) H AC -= (2 -2m; 4 - 4m). 
m-—Ì1 m_—Ì 


2 
—m“ +m+1 
V3 =—=——=—— 


_ 

tÁ<Äen)<(9<8mjS=Et t1) 
m~1 

Vậy A, B, C thẳng hàng với mọi m z 1. 


m—Ì 


= 0 nên AB//AC. 


Vấn đề 3 : TÌM ĐIỂM TRÊN ĐOẠN THẮNG CÓ TÍNH CHẤT CHO TRƯỚC 
A. PHƯƠNG PHÁP 





Xác định tỷ số chia đoạn thẳng, sau đó sử dụng công thức để tính. 
B. VÍ DỤ 








Ví dụ 4 


Cho tam giác ABC có các đỉnh A(2; 6), B(-3; -4), C(5; 0). Xác định tọa độ 
chân đường phận giác AD. 








Giải 
(-B)? +(-10)2 =5V5; AC= v3°+(-6)? = 35 
B 
: = DB = -- "n6 DC, NIG EHEMhI đoạn BC theo tỷ số k= ——. 
DC AC 3 3 3 


Vậy áp dụng công thức tính tọa độ điểm D, ta có : 


chi g -4 TU, 
3 3 3 1 
Xp= NT uc TH an ôn = D2 -Ÿ]. 
l+— l+- 
3 3 


Vấn đề 4 : CHỨNG MINH HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 
A. PHƯƠNG PHÁP 


| AB 1 CD © AB.CD =0. 


B. VÍ DỤ 
Ví dụ ð 












Cho hình thang cân ABCD đáy lớn AB, góc nhọn ở đáy 60. Biết 


AB=a, AD=b, 





, 





lal >Ibl. Hãy biểu diễn BC theo a và b. 















Tìm mối liên hệ giữa lai. a và Tbl<b để ..C¡L BD. 


(ĐE THỊ ĐH GIAO THÔNG VẬN TẢI - 1998) 








Giải 


Hạ CC; L AB, DD;) L AB. Ta có - 























lAP, 8š s|AD - sử Imei , 
s. HD C2 a10cB1+AfeDE=«ashelz Sa 
a a 
ˆ —> b — —> : —> —> _> b> —- 
Vậy: BC =-—a +: AC =AB+ BC=a--a+b; 
a a 
BD > BÀ +LÁD==a +b. 
` ` — — =. b › „À _ > 
Từ đó AÖ1 BD © la Ta +bl-ax+b)= 
a j 
2 _—> —> Ý. củ 
= na ca Đã Sa + = Ũ + =8” + Đa e8 +b=0 
a a a 2 a 
œ© 3a” = (a + b ©b= (V3 - la. 
Vấn đề 5 : TÍNH GÓC 
A. PHƯƠNG PHÁP 
| _ Đưa về tìm góc giữa vectơ và áp dụng công 'thức để tính. ã 
B. VÍ DỤ 
Ví dụ 6 
Cho tam giác ABC có A3 -BC -5; 1), C(5; -9). Tính BAD với AD là 
trung tuyến của tam giác đó. : 
Giải 
Ta có: D(0;-4). Từ đó: cosẴBAD = cost AB, AD)= 5. AU AD 
-ABAD 


AB =(-8; -4) = AB= v64 +16 = 4v5 


AD =(-3; -ðl xe ÁD<x44ãT =ñ5v10 
24+36 1 


453/10 V2. 


ĐuyY ra: cos BAD = 


Vậy BAD = 45). 


Vấn đề 6 : CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 
A. PHƯƠNG PHÁP 


Đưa về dạng vectơ và sử dụng các bất đẳng thức : 





la.bl<lal.|b| hoặc la+blzlalz|B| 
B. VÍ DỤ 
Ví dụ 7 


Cho ba số dương a, b, c (a > c, b > c). Chứng minh rằng : 
ve(a =e) +je(b—e) < vab. | | 
š Giải 
Đặt u =Cýc; Vb~e), v=(Va~e; ýe). Dễ thấy vế trái là u.v, vế phải là 





| " |.| v |. Vậy có điều phải chứng minh. 
Ví dụ 8 
Cho x, y, z e RÑ. Chứng minh rằng : 


SA =. E 
Jx?+xy+y? +Vx? +xz+z? >dy?®+yz+z?. 





= J9 -ø!t tầo va! = {y°+yz+z7 = VP. 


C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 
Bài 1 
Trong mặt phẳng tọa độ cho bốn điểm A(-2; -6), B(4; -4), C(2; -2), D(-1, -3). 
a) Chứng mỉnh tam giác ABC vuông. 

b) Chứng minh tứ giác ABCD là hình thang. 






10 


Giải 


a) Tacó: AC =(4;4); BC =(-2;2) 


AC.BC = 4(-2) + 4.2 = 0 = AC L BC = AABC vuông tại C. 
b) Tacó: AB =(6;9); DC =(3;1) 

Do đó : AB = 2DC = AB //DC. Vậy ABCD là hình thang. 
Bài 2 

Cho ba điểm A(-3; 6), B(1; -2), C(6; 3). 

a) Chứng minh A, B, C là ba đỉnh của một tam giác. 


b) Tìm tọa độ chân đường cao A' xuất. phát từ A. 
e) Tính tọa độ trọng tâm G, trực tâm H và tâm I của tam giác ABC. Có 
nhận xét gì về các điểm G, H, I? 





Giải 
a) Ta có: AB =(4;-8); AC =(9;-8)- 
W s” ¬ nên A, B, C không thẳng hàng, từ đó chúng là ba đỉnh của 
một tam giác. 
b) Ta có: BC =(5;5), BA'=(xạ:—1; ya;+9). 


W BC//BA/ nên sư — = An 


Nặt khác AA'.BC = 0 nên (xạ: + 8)5 + (yạ. - 6)5 =0. 


,—=Va.=8 .=đ 
Từ đó : h ĐA. lR = A'(3;0) 
XẠ.tYyA. =3 


Vụ: = 
c) s AH 1 BC AH.BC =0 = (xụ + 3)ð + (yụ - 6)5 = 0 


BH + AC = BH. AC =0 = (xụ — 1)9 + (yw + 2-8) = 0. 


[Xu +Yn =ð 


Từ đó TỶ =HĐ 1). 
(3Xu -YynH =ð  |Yn= 
xẹ XAtXptẤC [V4 
s 3 = ở — (4/3; 1/3). 
yạ=ŸAtYprfc [ý .. 
. 3 VẢ - 


e Gọi Ï là tâm đường tròn ngoại tiếp A ABC = IA = IB = IC. 
1A? = IB? © (xị + 3)? + (yị - 6) = (xị — LỶ + (yị + 2)Ÿ © xị - 2y¡ = — 5 
1A? = IC? © (xị + 3) + (yị - 6) = Œxị — 6) + (yị¡ - 8)” © 3xị - yị = 0 
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= Đn &=<B =Í 
kh củ “J1 ` xTƒf) 
3x:i-y¡=0 R) 


=(1;-2); IG -[§i -5]“sŒ -2)= 
3 3 
- 1E/1H s G, H, I thẳng hàng. 


Bài 3 
Trong mặt phẳng cho tam giác ABC có A(5; 4), B(- 1; 1), C(3; -3), M là 










một điểm di động thỏa mãn hệ thức MÀ + BMB = 0 (œ, B không đồng thời 
bằng 0). Xác định M để |MA + MỚI nhỏ nhất. 





Giải 





Nếu B z 0 thì AB =2 ˆMA, nếu œ # 0 thì AB =2-“EMH, Do đó A, 
œ 


B, M thẳng hàng hay ¡1 nằm trên đường thắng AB. Bài toán trở thành : 
Tìm M trên AB để |MA + MCI nhả nhất. 





: ƒ— > > B 
Gọi I là trung điểm của AC thì MA + MC = 2 MĨ _X 
[MA + MCI nhỏ nhất khi [MI| nhỏ nhất. Vì I cố định M/ : 
nên MI nhỏ nhất khi M là hình chiếu của I trên AB Z%, À 
ANH AB = “M—Ễ - TT” mạ = Đyn =8 ï C 


IM k AB = IM.AB =0; vì I(4; 1) nên 
IMLAB = Gụ - 4).(-6) + Wm - 1(-38)=0 6© 2x + yụ = 9. 


Làn c© SH 5 =M(3; 3) 
|2XM +YM ~* 9 h) Ẻ 


MU 


Bài 4 










3 na 


Cho tam giác ABC. Trên cạnh BC có một điểm D sao cho BD = =— BẺ và 


5 





một điểm E thỏa mãn hệ thức : 4EA +2EB +3BC = 0. 


a) Tính ED theo EB và ED. 
b) Chứng minh ba điểm E, A, D thẳng hàng. 








Giải 


a) BD =SB = 5BD = 3B = 5BD = 3(BD + DỞ) 


—ờ › * › 


¬ 29DB+3DC - 0 = 2(DE cRB 302 + BƠ) = 0 


= 5ED=2EB+3EC = ED- \ %„.Ốp 
5 8 
[ s: =4cÊ ng se sÚp = 
4EA + 2EB+3EC = 0 xiên K Hổ S _. 
: s JEA+LBÊD +0 + Eà# z2 ED 


5ED =2EB+3EC k 


= A,E,D thắng hàng. 


Bài ð 





Cho tứ giác ^BCD có các dinh A(-2; 14), B(4: -2), C(6; -2), D(6; 10). 
a) Tìm tọa độ giao điểm M của hai đường chéo AC, BD. 
b) Xác định góc M và góc D của tam giác AMD. Các góc này nhọn hay tù ? 





Giải 
a) BM =(Xm - 4; Yw + 2), BD = (2, 12) 
Vì BM/BD nên 12(xụ - 4) - 2(ym + 2) = 0 
= 6X — YM = 26. 
Tương tự : CM = (Xu - Ổ; Vụ + 2), 
CA = (-8; 16) 


¬> 16(XM —=6)+ 8(yM +2)=0 = 2x + YM = 10 


9 
6 — =9 S— 
Xự “ÿm =5 ,. LIÊM 3 MT; 1] 
2X + Yw =0 Mã) 2 
XwM”' 


b)* MÃÁ= =. t3]; MÙ = - = 9J. 








Suy ra: cosM=cos (MÃ. RD|YIE = “E==ei==—— = 


Vì cosM >0 nên M nhọn, M x63954. 
» DA =(-4; 4), DM "rã: “8|. 





3 
-4)|~= |+4(-9 
| " 52/666 


3uy ra : cosD = cos(DA, ĐA ==. nh 
s`Ẻ 222 
4(-4)? +4? (-ã)] +(-9)? 
ở cosỒ <0 nên Õ tù, Ồ x 124) 97'. 
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Bài 6 
Cho M(1; 1 - cosơ), N3; 4). 
a) Tính OM, MN. 


b) Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của - 
y= Ýcos? œ—2cosơ + 2 + Vcos? ơ + 6cos œ + 13. 
Giải 
a) Ta có : = v1? +(1- cosa)? = Vcos? œ - 2cosœ + 2 
MN = (3-1)? +(4~1+cosœ)2 = NEHEO ảnh 


Vì 0 <1 - cosơ < 2 nên M di động 

trên đoạn M¡M; với M\(1; 0), M¿(1; 2) 
b) Ta có: y=OM„+MN>ON 

Do đó: miny = ON = v32 +4? = 5 khi O, 
M, N thẳng hàng (M = Mọ giao điểm của ON và 
MẠM;). 


OMi + MỊN =1+ J(@-1)2+4? =1+ 20 

OM; + MạN = v1? +2? +\j(@-1)2+(4-—9)2 = V5 + V8 

Vì V5 +8 <t+ 20 nên y =OM + MN <OM; + MỊN =1 + /20 
max y = 1 + v20 khi M = M¡(1; 0). 











D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 
01. Cho ba điểm A(2; 1), B(2; -1), C(-2; -3). 
a) Tìm tọa độ điểm D để ABCD là hình bình hành. 
b) Tìm tọa độ tâm của hình bình hành. 
ĐS: a)D(-2,-1), b) (0O; -1). 
02. Cho tam giác ABC có các đỉnh A(4; 6), B(-4; 0), C(-1; -4). 
a) Xác định hình dạng của tam giác. 
b) Tìm tọa độ chân đường cao BH. 
ĐS : a) Tam giác ABC vuông tại B; b)H(0; -2). 


08. Cho vectơ a = (5; 2); b = (7; -3). Tìm vectơ 4 thỏa mãn hệ 


ĐS: x =(6;4). 
04. Cho A', B, C' lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB cửa tam 
giác ABC. Chứng minh : BC.AA + CA.BB + AB.CCŒ = 0 : 

05. Cho hai điểm A(-3; 2), B(4, 3). Tìm điểm M trên trục hoành sao clho tam 
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giiác MAB vuông tại M. 
ĐS : M(-2; 0) hoặc M(3: 0). 
0(6. Cho tam giác ABC với A(1; 5); B(-4; -5); C4; -1). 
a) Tìm tọa độ chân các đường phán giác trong và ngoài của góc Â. 


b) Tìm tọa độ tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 


ĐS: a) [h -l] , (16; 5), b) (1; 0). 


077. Cho hai điểm A(4; -3) và (3; 1). Tìm điểm M trên trục Ox sao cho AMB = 
11+ 33. ) 
Ñ. ° d, 


mịa 


ĐS : x[ 


08. Cho tứ giác ABCD có các đỉnh A(-5; -1), B(-2; 3), C(5, 4), D(1; -3). Chứng 
minh tứ giác có hai đường chéo vuông góc. Tìm diện tích của tứ giác. 


ĐS: k2 
2 


09. Cho ba điểm A(-3; 6), B(1; -3), C(6; 3). 

a) Chứng minh A, B, C không thắng hàng. 

b) Tìm tọa độ trọng tâm G, trực tâm H và tân' đường tròn ngoại tiếp I 
củ:a tam giác ABC. Chứng minh IH =31G. 

c) Tìm tọa độ hình chiếu của A trên BC. 


d) Tìm tọa độ H' đối xứng với H qua BC. Chứng minh H' nằm trên đường 
tròn ngoại tiếp của tam giác ABC. 


ĐS: b) s(Š:2], H(; 1),1d;3), — ©Ö\(3;0;  đ)H'(4;-1). 
10. Chứng minh các bất đẳng thức 
a) (a -b)? +? + \(a + b)Ÿ +c? >2va? +c?, 
b) x2 -2x+5 + x? + 2x +10 > /29. 
11. Tìm giá trị nhỏ nhất của : y = jxŸ - 2px + 2p? + jx” - 2qx+2q7 (p, q là 


hằng số!. 
ĐS: miny = Víp - qỂ +(Ipl+l q1, 
12. Cho a =(1; 2V); b(ýx; V2~x), 0 <x <9. 
a) Tính la| |b| a.b. 
b) Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của y = Ýx + sh-Š, 0<x<2.. 
ĐS: b) maxy = 342; miny = V2. 
1ỗ 


Chuyên dê 2 : ĐƯỜNG THẲNG TRONG MặT PHẳNG 


A.TÔÓM TẮ*” 'i THUYẾT 





1. PHƯƠNG TRÌNH CỦA MỘT ĐƯỜNG 


Phương trình F(x; y) = 0O gọi là phương trình của đường (L) nếu M(x; y e (íL) 

© F(x; y) =0 
8 x=f£() 3â : ¬ - : : 
: q0) te lÑ gọi là phương trình tham số của đường (`) niếu 

y=B 

x=f()_ 
y=g()' 
2. PHƯƠNG TRÌNH CỦA ĐƯỜNG THẲNG 


MẲœy)e 02 © | te. 


Ù Phương trình tham số và phương trình chính tắc của lường 
thẳng 

Vectơ a + 0 gọi là vectơ chỉ phương của đường thẳng d nếu a//d 

Đường thẳng d có vectơ chỉ phương a = (a;; a;) và đi qua điểm W(x¿; yạ) 

: X =*%Xạ +ta 

có phương trình tham số là d : | 9 !.teN, 
y =yo †+ta; 
Đường thẳng d có phương trình chính tắc là : 


xNg J0 Ụ 
ân A¿ 


(ai # 0Ô, a›¿ z Ô). 


ii) Phương trình tổng quát của đường thẳng 

Vectơ n # 0gọi là vectơ pháp tuyến của đườ:g thẳng d có vsetơ chỉ 
phương a nếu na hay ".a =0. 

Đường thẳng d có vectơ pháp tuyến n = (A; B) và đi qua điểm MŒ; yọ) có 
phương trình tổng quát là : 

A(x ~ xu) + B(y - yọ) = 0 © Ax + By - (Axo + Byạ) = 0 

Phương trình dạng : Ax + By+C=0(A?+B?z 0) (Œ) gọi là hương 
trình tổng quát của đường thẳng. 

Đường thẳng cho bởi phương trình (*) có một vectơ pháp tuyến là n= (A; B) 
và một vectơ chỉ phương là a = (—B; A). 

ii) Phương trình đường thẳng theo hệ số góc 


Hệ số góc của đường thẳng d là số k = tgơ, trong đó ơ là góc giữ: trục Ox 
và đường thẳng d. 
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Đường thẳng d có hệ số gÉc 6, ¡ đi qua FT lếm n Mũ Xu} có phương trình là 
d:wW- yo =k(x -u). 
® k= = (œ= +90) 
d:x—xạ=0. 
® Cho dị có hệ số góc kịạ, d, có hệ số góc k„ 
d¿⁄d¿ 6 ki=k; 
dẻ1Ld; 6 kik¿ẽ-—] 


kạ-k 
tgiển, du) CC —, 
TH Hộ lên 1+ki¡k; 





iv) Đường thẳng đi qua hai điểm cho trước 
Cho đường thẳng d đi qua A(xạ; yẠ), B(xụ; Vụ) 
Khi đó d có phương trình là : 


X-XA _ Y-YA. YB TỲA 





b0) 003/0 An nang (x — XA) 
XpT—XA YBTYA Xg—XA 
se d có hệ số góc là k= YB ửB. 
Xp -XA 












« Đường thẳng d đi qua hai điểm A(¬: 0), B(0; b) có phương trình (gọi là 
phương trình đường thẳng theo đoạn chắn) là : Đo * =1; ab z 0. 
a 


v) Phương trình pháp dạng của đường thẳng 

Phương trình của đường thẳng d : A¿ x + Bụy + Cọ = Ö với As° + Bạ = 1 
gọi là phương trình pháp dạng. : 

«© Phương trình tổng quát Ax + By + C = 0 được đưa về phương trình 
pháp dạng bằng cách chia cả hai vế cho VA?+B°. 
3. KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT ĐƯỜNG THẲNG 

Cho điểm I(xy; yọ) và đường thẳng A : Ax + By + C = 0. Ký biệu d1, A) là 
khơiảng cách từ I đến A. Ta có : d(I, A)= ` |Âu ‡ Byo +ÓI | ñạ 
_VA2 +? 
4. THƯƠNG TRỀNH ĐƯỜNG PHÂN GIÁC 

Thương trình hai đường phân giác của 
haigóc tạo bởi hai đường thẳng 

Ai: Aix+Bix+Cj=0 “„K” Ấ 
"à A;s: Asx + Bạy +C¿= 0 


h đụ Aix+Biy+C) _-+A;x?Bay+C;. 


lAI?+BP — VAy By 


dị theo dấu (+), d; theo đấu (-)). 
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Để xác định đường phân giác muốn tìm là d¡ hay d; ta tiến hành theo 
| một trong hai cách sau : 


e Đặt nị =(A;; Bị), nị = (A;; B¿). 
Khi đó, nếu n;.n; < 0 thì d; là phân giác góc nhọn, d; là phân giác 
góc tù. Nếu nạ.n; > 0 thì d; là phân giác góc tù; d; là phân giác góc nhọn. 


e Nếu muốn tìm phân giác góc BAC như trong hình vẽ thì phân giác 
muốn tìm là đường d có B và C nằm về hai phía của nó (thay tọa độ của B 
và C vào phương trình của một trong hai phương trình của dị hoặc d; là sẽ 
xác định được điều này). 

e Phân giác của góc BAC còn có thể tìm bằng hai cách khác sau đảy : 


- Đặt e¡ = _ eạ = = = thì Re - Bi e là vectơ chỉ phương của phân 


giác góc d, d là đường thẳng đi qua A có vectơ chỉ phương a.: 


— Gọi D là chan của phân giác trong. của góc BAC. Vì = = " Suy ra 


DB = s .DC = D chia đoạn BC theo tỷ số k = mộ . Từ đó ta tìm được 
AC AC” 


tọa độ của D và d là đường thẳng đi qua hai điểm A và D. 
ð. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA HAI ĐƯỜNG THẲNG 
Cho hai đường thẳng : A; : A¡x + Bịy + C¡ =0 
và Asz: Azx + Bạy + C¿= 0 








A B 
Rhi đó : A; cắt A; © A¡B;„ - A;B, z 0© [ } tị @ Ö 
Ä. HỘ, Ð 
Ai /FLAsy c6 —L=—L+Lz —L với A;¿, Bạ, C; # 0. 
1 2 A¿ Bạ Cụ 2 2 2 


- Điều kiện : A¡ / A; còn được viết là A¡ : Bị : C¡ = A;: B;: C¿. 
6. GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG : 
Cho hai đường thẳng : A; : A¡x + Bịy + C¡ =0, 
Az: Azx + B¿y + C; = 0. 
Ký hiệu : (Ất; As) là góc giữa A¡ và A;. Ta có : 
AiÁ¿ +B¡Bạ 


VÀ? +BỊP (A2? :B, 


® Ai LAz<© cos(A¡; As) =0 €©A;A,+B,B,=0., 








cos(Ai; A;)= ‡ 





(xem thêm 2.iii), phương trình đường thẳng theo hệ số góc). _ 
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7. CHÙM ĐƯỜNG THẲNG 

Niếu chùm đường thẳng xác định bởi hai đường thẳng có phương trình 
Aix+t Byy + Cị =0 và Azx + Bạy + C; = 0 thì mọi đường thẳng của chùm có 
phương trình : eœ(A¡x + Bịy + Ơi) + B(A¿x + Bạy + Ca) = 0, trong đó øẰ+ƒ?z 0 
(œ vàt B không đồng thời bằng 0). Tuỳ theo điều kiện đòi hỏi của đề bài, ta có 
thể tìm được các hệ số œ, B thích hợp. 








B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấn điể 1 : TÌM PHƯƠNG TRÌNH CỦA MỘT ĐƯỜNG 
A. PHIƯƠNG PHÁP 













Để lập phương trình của một đường (L), ta tìm điều kiện cần ;à đủ để 
M(x; y) e (L)). 








N.. =f(t 
Sau đó biến đổi điều kiện này thành F(x; y) = 0 hoặc h bế, 
n2 
B. VÝ DỤ 
Ví duI 1 
|_ Viết phương trình đường trung trực của đoạn thẳng AB với A(1; 3), B(-2; 4). 








Giải 


Mộ; y) thuộc đường trung trực của AB MA = MB 





© qJ&- ĐỀ +(y ~3)2 = \(x + 9)Ê + (y - 4)? © 3x - y +5 =0. 
Ví du 2 


Tìm phương trình của đường (L) gồm tập hợp các điểm cách đều trục 
hoành và điểm A(0; 1). 





Giải 
Giả sử M(x; y) e (L). 
Hạ MH .L Ox, ta có: M c (L) © MH = MA 


© lyl = Jx?+(y-1? 
48 


©œX'-9y+1=0 ©y= ” +— 


(L) là đường parabol nhận A làm tiêu điểm và trục hoành làm đường chuẩn. 


ˆ 





t 


Vấn đề 2 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH CỦA ĐƯỜNG THẮNG 
A. PHƯƠNG PHÁP 
“xa. 6c nen... -=. ẽ-..n....x : Ạ = _ 
Nếu biết một điểm thuộc đường thẳng thì cần xác định thêm một trong 
các yếu tố sau của đường thẳng đó. 
= Vectơ chỉ phương. 
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Vectơ pháp tuyến, 
— Hệ số góc. 
- Một điểm khác thuộc đường thẳng. 
Viết phương trình đường thẳng có dạng x = xạ hoặc y = ax + b. Ti các 

giả thiết ta sẽ tìm được xụ hoặc a, b. 

e Viết phương trình đường thẳng có dạng ax + by + c = 0. Từ các giả 

¡ thiết, ta cần tìm a, b, c. 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 8 
Cho hai điểm A(1; -3), B(-5; 1). Hãy viết phương trình đườn” trung: trực 
của đoạn AB dưới các dạng khác nhau. 
Giải 


Đường trung trực d đi qua trung điểm I của AB : 





















I2; -1). d L AB nên d có vị :ơ pháp tuyến AB = (-6; 4), hay vectơ pháp 
tuyến n = sAB = (-3; 2). Từ đó suy ra d có vectơ chỉ phương 8 = (2; 3). Vậy 

- đ có : 
- Phương trình tham số : : R š ' : : 


— Phương trình chính tắc : vã ==: l ` Ũ 


~_ Phương trình tổng quát : -3(x + 2) + 2(y + 1) =0 © 3x - 2y +4=0. 





— Phương trình theo hệ số góc : y = .x +2. 


Ví dụ 4 
Cho đường thẳng d : 2x + y - 3 = 0. Viết phương trình đường thẳng d; và 
d; đi qua điểm (-1; 2) lần lượt song song và vuông góc với d. 
Giải 
Ta viết. d: y = -2x + 3 = 0, có hệ số góc k = -2 
e Vì d¡// d nên d¿ có hệ số góc kị = -2 và có phương trình 
y=-2(x+1)+ 2©y=-2x. 






—® dạ + d nên d; có hệ số góc k; = Ề (vì kạ.k = -1) và có phương trình là : 


y= a0+0+2 c© y=2 Kế 
HD Phương pháp giải khác : 


Vì d¡ //d nên dị : 2x+y+c=0. 
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Do d;¿ đi qua điểm (-1; 2) nên - 2+ 2+c=0—>c=0. 
Vậy dị: 2x+y=0. 

Vìd; L d nên dạ: x- 2y+c=0. 
Do d; đi qua điểm (-1; 2) nên -1 - 4+c=0>e=5. 
Vậy : d;:x- 2y -5=0. 


Vấn đề 3 : ĐƯỜNG THẲNG ĐI QUA MỘT ĐIỂM VÀ TẠO VỚI MỘT ĐƯỜNG THẮNG 
CHO TRƯỚC MỘT GÓC CHO TRƯỚC 
A. PHƯƠNG PHÁP : 





Dựa vào công thức tính góc giữa hai đường thẳng. 
B. VÍ DỤ 
Ví dụ 5 





Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm A(0; 1) và tạo với đường thẳng 
'x+2y +3 =0 mỆ.: góc 459. 






(ĐỀ THI ĐẠI HỌC KINH TẾ QUỐC DÂN HÀ NỘI - 1939) 
Giải 
Đường thẳng x + 2y + 3 = 0 có phương trình dạng hệ số góc là 
1 3 
d:y=-—x--. 
HIẾN sài” 


Đường thẳng cần tìm đi qua A nên có dạng A: y = kx + 1. 





1 1 
k+ k+ ì 
Vì tg(d, A) = _ và (đ, A)= 45° nên —2- = + 1©k=-3,k=~. 
“—.. f.°k 3 

_YING 2 


Ta được hai đường thẳng thỏa mãn các giả thiết của bài toán là : 


y=_-3x +]; y= aX+1, 


Phương pháp giải khác : 
Đường thẳng qua A vuông góc với đường thẳng đã cho có dạng 2x - y + c = 0. 
Thay tọa độ của A vào, ta được c = 1. Vậy dị: 2x- y+1=0. 

Đường thẳng qua A song song với đường thẳng đã cho có dạng x + 2y + c =0. 
Thay tọa độ của A vào ta được c = - 2. Vậy dạ: x + 2y- 2= 0. 
Đường thẳng muốn tìm là các đường phần giác của các góc giữa dị và d; : 
x+2y-2 _+2x-y+r1 
d5 v5 


©3x+y-1=0, x-3y+3=0. 
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Vấn đề 4 : TÌM ĐIỂM ĐỐI XỨNG CỦA MỘT ĐIỂM QUA MỘT ĐƯỜNG THẮNG 
A. PHƯƠNG PHÁP 





Giả sử cho điểm M và đường thẳng d. Gọi M là điểm đối xứng của M qua d 









- Lập phương trình .*ường thẳng A qua M, vuông góc với d. 
— Tìm giao điểm I của d và A. 






Xu; = 2XỊ —XM 


~_ VìI là trung điểm của đoạn MM' nên 
ỶM: ° 2y ~ŸM ` 








B. VÍ DỤ 

Ví dụ 6 
Cho d : x - 2y + 2 = 0 và điểm M(1; 4). Tìm tọa độ điểm M' đối xứng với | 

M qua d. _ _— 





Giải 
A qua M, vuông góc với d có phương trình dạng 2x + y + c = 0, thay tọa độ 
M vào ta được c = -6 
Vậy A :2x+y—-6=0. l 
x-2y+2=0 
2x+y-6=0 


Từ đó : Xu, = 2XI- Xu= 2.2 1= 3; 


Giao điểm I của d và A : | = l(2; -2) 


Yuy= 2y:- Yyu= 22-4=0. Vậy M (3; 0). 


[ Chú ý : Điểm ï cũng chính là hình chiếu của M trên d. Tu suy ra cách 
tìm tọa độ của hình chiếu củu M : Lập phương trình đường thẳng qua M, 
_ 0uông góc uới d. Giao điểm của hai đường thẳng là hình chiếu muốn tìm. 


Vấn đề 5 : KHOẢNG CÁCH GIỮA MỘT ĐIỂM VÀ MỘT ĐƯỜNG THẮNG 
A. PHƯƠNG PHÁP ¬¬ 


. Đưa bài toán về việc tìm khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng. 
Áp dụng công thức để có kết quả. _ 


B. VÍ DỤ 



















Vị dụ 7 ° 
| Cho tam giác ABC có A(2; 4); B(2; -1), C(-1; 3). Tính diện tích của tam giác. | 





Giải 
Độ dài BC = \(-3)? + 4? = 5. Muốn tính Sạnc ta cần biết thêm chiều cao 
AH, AH = d(A, BC). 


x-2 y-l 


BC : =——— ©4x+dy-5=0 
3 4 
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l42+3.4- 5l 








AH-= =3. 
v4? +3? 
1 15 
Vậ bị ìJừ —= —.5.3 ưng 
áy AI 2 2 


Vấn đề 6 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG PHÂN GIÁC CỦA MỘT GÓC 
A. PHƯƠNG PHÁP 





Phân giác của góc giữa hai vectơ AB và AC ¡a đường thẳng đi qua điể: " 
AC 












A, có vec  "hÏ phương + . Các phương pháp khác xem ở ¡uục 4 
IABI l1 AC Ị 

phần "". sau... 

B. VÍ DỤ : : 

Ví dụ 8 






Trong mát phẳng tọa độ Oxy cho tam giác ABC với A(-6; -3), B(-4; 3), 
C(9; 2). Viết phương trình đường thẳng d chứa phân giác của góc Ầ. 
(ĐỀ THỊ ĐHSP HÀ NỘI 2, KHỐI A - 1999) 




















Giải 
Œ Cách ] : = (2; 6), chuẩn hóa ta được : ce C- (8) 
AB xo 10 
AC = (15; 5), chuẩn hóa ta được : r-- -| 
LAC 10 v10 
Từ đó mót vecơ chỉ phương của phân giác trong góc A là: 
Đuf« hay (1; 1). 
lø: sl 
Vậy d : CÀIh TS Ân ©y =xt+tả. 
1 1 
H Cách 2:AB: *T”=Ÿ TỔ œ 3x - y+l5=0, 8E (3, -1); 
AC: my x#~8~89=Ú nạ #(L<3Ÿ 


Vì AB.AB = 60 >0 nên góc Â nhọn. 


Vì nạ .nạ = 6> 0 nên phân giác trong của Â (tức phân giác của góc nhọn) 
là 3x - y +15 = -(x - 3y - 3)©x-y+3=0. 
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ñ Cách 3: Hai đường phân giác trong và ngoài của góc Â là: 
3x-y + lỗ = ‡+(x-äv- 3) 
©d¡:x+y+9=0 hoặc d;,:x-yv+3=0. 
Thay tọa độ của B và € vào phương trình của dị, ta được : 
4+ 3+9-=8>»(Q; 9+2+9=20 >0. 
Suy ra B và C nằm cùng phía đối với d:. 
Vậy phân giác của BAC là d;:x- y+ 3= 0. 
H Cách 4 : Gọi D là chân đường phân giác trong của góc A. Khi đó D chia 
AB_ 2/10 2 


đoạn BC theo tỷ số k=-ˆ—- =-“ —=-... 
AC 5/10 ð 














3E 
Xp -kx CẠP TP LẠC 2 
Vậy tọa độ của D là: xo= -Ï———== TT =-C, 
ay : ọ D 1k 3 n 
l+-— 
ở+ 
Sue Y8 - kc _ 5 _ 19 
j.... 7 
1+ 
^ +6 ả 
Phân giác trong của góc A là: AD 5 “ ©x-y+3=0 
“ung hà. 


Vấn đề 7 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH CỦA ĐƯỜNG THẮNG THUỘC MỘT CHÙM ĐƯỜNG 
THẮNG 

Ví dụ 9 ¬ | 

Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác ABC biết phương trình ba cạnh là : 
AB:2x-y+2=0; BC: 2x- 3y-6=0, CA: 10x + 7y - 70 =0. 
Viết phương trình đường cao AH của tam giác ABC mà không cần tìm tọa 


độ của đỉnh A. Tương tự, hãy viết phương trình đường cao BH mà không cần 
tìm tọa độ điểm B. 














Giải 
Đường cao AH thuộc chùm đường thắng xác định bởi hai đường thẳng AB 
và CA đông thời vuông góc với dường thẳng BC. Do đó đường thẳng AH có 
phương trình dạng : 
œ(2x~y + 2)+ (10x + 7v - 70) =0 


©(2ơ+ 100)x - (œ - 7B)y + 2œ — 70B =0 (1) 
Vì AH L BC nên phương trình trên cần thỏa mãn điều kiện : 
2(2œ + 108) + 3(œ - 7B) = 0 (2) 


Từ (2) suy ra 7œ - B= 0. Chọn œ ~- 1, ta có B =7. 

Vậy đường cao AH có phương trình 9x + 6y - 61 = 0. 

Tương tự, đường cao BH có phương trình dạng” 
(2ơ + 2B`x - (œ + 3B)y + 2œ - 69 = O với điều kiện : 
10(2œ + 2B) + 7(-œ- 3B) = 0 > 13z-—B =0. 

Chọn œ = 1, ta có B = 13. 

Vậy đường cao BH có phương trình là : 7x -- 10y - 19 = 0. 


C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 


Bài 1 
Lập phương trình đường thẳng chứ. các cạnh của tam giác ABC biết đỉnh 
A(3; -4) và hai đường cao là : 7x - 2y - 1= 0 và 2x- 7y -6=0. 





Giải 
Thay tọa độ của A vào phương trình của hai đường cao, ta thấy không 
thỏa mãn. Vậy 2 đường cao đó thuộc định B và C. Giả sử BỊ : 7x - 2y-1=0, 
CK : 2x - 7y - 6= 0. Cạnh AB nằm trên đường thẳng đi qua A, vuông góc 
với CK nên có vectơ chỉ phương là (2; -7). 


Xế Am: c7” 
: 2 





© 7x+ 2y-13=0. 


“Thương tự cạnh AC nằm trên đường thẳng đi qua A, vuông góc với BI nên 
vectơ chỉ phương (7; -2). 





Vậy AC: . ©2x+ 7y +22 =0 
7x-2y-1=0 
"Tọa độ đỉnh B là nghiệrn của hệ tượng: = B(1; 3) 
7x+2y-13=0 
"Tọa độ đỉnh € là nghiệm của hệ Chư in vàn ch = C(-4; -2) 
2x-7y-6=0 
=4-1 -2-3 


Ta được phương trình đường thẳng chứa các cạnh của tam giác lần lượt là 
7x+2y-13=0, 2x+7y+22=0; x-y+2=0. 
Bài 2 
Cho tam giác ABC có ba đỉnh A(5; 6), B(-3; 2), C(2; -3). 
a) Lập phương trình đường cao AA' và BB. 
b) Tìm tọa độ trực tâm H của tam giác ABC. 
c) Tính diện tích tam giác ABC. 
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Giải 
a) Vì AA' L BC nên đường thẳng AA' đi qua A và có vectơ pháp tuyên B = (5; —ð). 
Từ đó: AA':5(x- 5)- 5y -6)=0«©©x-v+1z0. 


Tương tự, BB' có vectơ pháp tuyên AC = (=3; -9) 
BB': -ð(x + 3)-9(v-2)=O€©xx+3y-3=0. 
b) Trực tâm H là giao điểm của AA' và BB' 
x-y+1=0 
: ` = H(0; 1) 
x+ởy-3=0 


c) Ta cần tính cạnh BC và đường cao AA' : 


BC = \J(2 +3)? +(-3—9)? = 5/9, 





Phương trình của BC : & Su; TP" 2m. 
2+3 -3~-2 





<=x+y+l=0 





Â%À!œ thủ, BRGIS 5T"). gi 
JWì “41? 


Đan = SBCAAA' = 5 .5J2.64/2 = 30. 
Bài 8 | - 
Cho điểm A(4; 2). Tìm điểm B sao cho : 











a) OAB là tam giác đều, Lo, 8) = 600, 


b) OAB là tam giác cân, Íôä, G8) = 45), 


` 





Giải 
a) Ký hiệu như trong hình vẽ, ta có : 
tg(OX; OA) = tg(œ + 60”) 
lR / ở 


a0 ị 
- gơ + tg60 sa 1+ 3v3 š tgơ Kc 2) 





1-tgotg600 2-3 





xyacogv.SB 8mm 
B.¬vð 
Giá sử B| sọ vi 
: _ #j8 + 


ch v 
Rhi đó : OA = OB © x¿” + tà» = 20 © xg? = (2 - v3 Ÿ 


= 7 





Vì yo > 0 nên xạ > 0. tức là xạ = 2 - v3 và tọa độ của B(2- v3 :1+23). 
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b) Ký hiệu như trong hình vẽ 
tg(2x, OB) = tg(œ + 45”) = Tn =3 
Từ đó OB: y = 3x : 
AB đi qua A và vuông góc với OA 

nên cc vectơ pháp tuyến OA =(4; 2). 
Vậz AB : 4(x - 4) + 2(y - 2)= 0 

'© 2x+y-10=0 


Blà giao điểm OB và AB nên 





a8 
Hy = B(2; 6). 
2x+y_-10=0 


Bài 4 









Lậy phương trình hai đường thẳng d; và d; theo thứ tự đi qua A(0; 4) và 
B(5; 0, biết rằng phân giác của một trong các góc tạo bởi dị và d; là d có - 
phương trình 2x - 2y + 1= 0. 






Giải 
Điển A' đối xứng với A qua d thuộc ‹¿;. Từ đó ta suy ra cách g'ải : Tìm tọa 
độ của A'; d; chính là đường thẳng qua B, A'. Tìm giao điểm M của d và d;; 
dị chính là đường thẳng qua A, M. 
GọilI là giao điểm của AA' và d. 
AA' đi qua A(0; 4) và vuông góc với d nên có vectơ chỉ phương là (2; -2). 











Từ đó AA' : b2 RE CD Hệ <x+y-4=0. 
2 -2 dị 
._ [2x-2y+1=0 7 9` 
1) =]—;—1. 
x+y-4=0 4 4) 
Guêi ".= 
Từ ó : c.0Ngg DNNG IS NHAN 
9 1 
Y,.=2y¡- =23.—-4=-. 
ỲA YỊITYA 4 2 
71 
VậyA' |—;— 
wvA [D2] 
: xX=5 vy-0 
d.=A: m =1 =— 498% lý =ỉố =Ð 
——-5 —-0 
2 - 2 


là: 2x-2y+1=0 = MÍT 8) 
x+3y-5=0 8 8 
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= đc 
d; =MA : : SG lan, 3x-vyv+4e=0. 





Ta có kết quả: dị :› 

Bài 5ð 
[ Cho đường thẳng d : x- 2y + 2= 0 và hai điểm A(0; 6), B(2; 5). Tìm điểm 
M trên d sao cho : 
a) MA + MB nhỏ nhất. b) IMIA - MBI lớn nhất. 

: Giải 
Gọi A' là điểm đối xứng với A qua d. 
Ehi đó : MA + MB=MA+MB>APB 
Gọi M: là giao điểm của AB và d thì : 
min(MA + MB) s M:A + M;B 


~3y-ðŠ=0; d;:3x-y+4=0. 
















— 


a 








x-0  ., ©2x+y-6É=0 M, 
1 -2 


Giao điểm I của AA' và d: 
1: x-2y+2=0 
2x+y-6=0 


Ta tìm M¡; AA': 


©1I(2;2) 


Xu,= 2x Xa= 22-0 =4 
Vạ/ = 2Vt — YA = 2.2. — ö = ~2 
= A(4;- 2) 


Aí 
BA:  . “ 7x+ 2y - 24 = 0. 
4-2 -2-5 
Íy_—9 = * 
MỊ: X KcNg ọ =M;  :51. 
7x rũy - 24 = 0 4"8) 


b) Ta có IMA - MBI < AB, gọi M; là giao điểnn của AB và d thì 
max IMA - MBI = !M;A - M;BI. Ta tìm tọa độ điểm M; 
&H. CC U U 


———- <> 2y-12=0. 
2 T1 X+2) 


3 _2 2=:0 
ME lầo:wU 2 M5: 2) 


x+2y ~12= 0 27 

Bài 6 

Cho đường thẳng d : (1 + 2m)x - (2 + 3m)y + 7 + 12m = 0. 
a) Chứng tỏ rằng khi m thay đổi, d luôn luôn đi qua một điểm cố địmÈ. 
b) Xác định m để d song song với đường thẳng A : 3x - 4y - 12= :0.Tìm 

khoảng cách giữa d và 4. 
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Giải 
a) Viết lại phương trình của d dưới dạng chùm đường thẳng : 
(2x - 3y + 12)m +(x- 2y - 7)=0 

Chùm đường thẳng này được xác định bởi đường thẳng 2x - öy + 12 = Ô 
và đường thẳng x - 2y + 7= 0. 

Hạ na. 

x-2y+7=0 

thẳng d khi m thay đổi. 
l+2m _ -2+ảm) ` 7+12m. 


s= =8 : 
có nghiệm h 2 nên điểm (-3; 2) luôn thuộc đường 
y = 





b) Để A /⁄/d phải có 





-4 —12 
1+2m -(2+ä3m) 
_ = ©m = -2. 
R) _-4 
® Vớim=-2:-l=-l# cả 
12 


Vậy m = -2 thì A /⁄/d. 
Điểm M(-3; 2) thuộc d. 
|3(-3)-4.2-12l_ 29 


la2 +4)? 5 : 


đ(A, d) = d(M, A)= 





Bài 7 
_ Cha tam giác ABC cân tại A (AB = AC). Biết cạnh BC có phương trình 
2x - 3y ¬ 5 =0; cạnh AB có phương trình : x + y + 1= 0; cạnh ÀC đi qua 
điểm M(1; 1). Viết phương trình cạnh AC. 
Giải 
Giả sử đường thẳng qua M song song với BC cắt AB tại N. Gọi I là trung 
điểm của MN thì AI 1L BC. Từ đây viết được phương trình của AI; A là giao 
điểm của AI và AB, AC chính là đường thẳng qua A và M. 
Đường thẳng qua M song song với BC có phương trình : 2x - 3y + c = 0. 
Thay tọa độ của M vào ta được 2 - 3 + c= 0 >c = 1. 
















Vậy được phương trình 2x - 3y + 1 = 0. Ầ 
Giao điểm N của đường này và cạnh AB có tọa độ : 

Íx+y+1=0 4 1 : 

tả =N|-—;--I. : 

|2x~3y=1=0 5 5) | Đ Nha 

Trung điểm I của MN có tọa độ : 
4 1 

T nẺ 1 4 BE âu 2 lạ ) 

XỊIE =—;, YV¡= =—=Ï]Ï —; — 
: 2 10 2 5 10 5 B C 


Đường thẳng AI qua I, vuông góc với BC nên có phương trình 
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3 
Xem y~-~ 
là) 











AI: 10 _~_ _ð 30x + 20y- 11=0 
2 "xã 
đt HP VBN — ^(31. -ñ) 
_x+y+1=0 10” 10 
AM Gel ` —- sa J8ea 1B 
3j1_¡ 41 ¡ 
10 10 


Vậy ta có : 17x + 7y — 24 = 0 là phương trình của đường thẳng chứa cạnh AC. 
Phương pháp giải khác 
Qua M kẻ đường thẳng song song với AB. 
Khi đó AC là một trong hai đường thẳng đi qua M tạo với BC góc bằng 
góc Ð (đường thẳng còn lại song song với AB). Từ đó ta có phương pháp giải : 
B là góc giữa AB : x + y + 1= 0 và BC : 2x - 3y - 5 = 0 nên A 
I1.2+1.(-3) | 1 








eosB =————-_—. 
Ví +1? v với Mà trữ 
Gọi k là hệ số góc của AC muốn tìm, khi đó : 
AC :y=k(x- 1)+ 1©©kx-y+l-k=0 
sẽ =.^..... I2k+3I 
Vk? +12? +3° V134? +1) B C 
KẾ SẼ xiên côas CC cjlsis50¿ BÉ, 


426. (13k? + 1) 
2 17 
c© 7k để TRE (ng CEHUOPDAEDS THÔN DỊ Kì HA 


ẳỒ Vì hệ số góc của AB la -1 nên k = -1 thì đường thẳng song song với 
AB, ta loại trường hợp này 


° Với k = TẾ tà có ÁC : y = ST G -1)+ 1© 17x + 7y - 24= 0. 











Bài 8 
Lập phương trình các cạnh của tam giác ABC nếu B(-4; -5) và hai đường 
cao có phương trình lần lượt là : 5x + 3y - 4= 0, 3x + 8y + 18 = 0. 


Giải 
Vì 5(—-4) + 3(—-5) - 1 = - 39+0: 3(-4) + 8(-5) + 13 = -39 z0 
nên hai đường cao mói trên không qua đỉnh B. 
Giả sử:AH:B5x+3y-4=0, CK:3x+8y+13=0 
AB qua B và vuông góc với CK nên có phương trình 
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x+4 y+õ 
3 


BC qua B vuông góc với AH nên có phương trình 


AB: 








«© 8x- dy +17=0 


x+4 vy+5 
5 
A là giao điểm của AB và AH 


BC : 








©3x-5y- 13=0. 


8x-ð 17=0 
3 xi 4 = A(-1; 3) 
5x+jJy-4=0 : 
€ là giao điểm của BC và CH. 
-Bðy-l8=0 
ĐỀN Hệ: = G1; ~ 2) 
3x+8y+13=0 
à x-l  y+2 
Vậy AC: ———=—— €ðx+2y-1=0. 
=1-1 3+2 


Bài 9 
Lập phương trình các cạnh của tam giác ABC nếu B(2; -1), đường cao và 
đường phân giác trong qua hai đỉnh A, C lần lượt có phương trình là : 
3x- 4y+27= 0; x+2y-ö=(0. 
Giải 

Ký hiệu như trong hình vẽ. Đường thẳng BC đi qua B, vuông góc với 

đường cao AH nên ta có : 
/ 
BC : _ TS cváyv8y~g si : 
Bì _4 
Gọi B' là điểm đối xứng với 
B qua CD, BB' 1 CD : 
















BB : “.— 





©2x-y-öð5=0 


=1; Ö B H C 


A., 
2x-y-5=0 


Xp/ = 2XỊi —-Xpg =23-2=4 
=B(4; 3) 
"lyụ =2y¡i-YpE=2.l+l=3 


= C(-1; 3) 


_ J4x+ä3y-5=0 
_|x+2y-5=0 


AC=BC, BC =(-5,0), BC: 0(x- 4) + B(y - 3) = 
Vậy AC so đing 3=0 
A là giao điểm của AH và AC 


j1 


3x-4y+27 =0 

A: | = A(-5; 3). 
y=3 

Từ đó, ta. + ra phương; trình của AE là : 


J615 - #xÃ 


AB co s=2——— se#w+ïy=<Ô, 
JPN Van vn - 


Vậy ba cạnh của tam giác ` BƠ có phương trình là : 
AB:4x+ 7v—-l=U; BC :4x+3y-5=0; CA:y-d3=0 
Bài 10 


Cho hai đường thẳng d; : 3x + 4y - 2 = 0 và d; = 2x - 4y + 3= 0. Tìm tập 
hợp (L) các điểm có khoảng cách đến dị gáp đôi khoảng cách đến d¿. 


Giải 











3x+4y-2 -4y+3 
M(x; y) e(L) => d(M, d,) = 2dM, d;) lEbbiu- lhgb | = 3. 
v3? +4? v33 + 4? 
TẾ st BRP/ tật 3x-12y+8=0 
=© 
3Äx+ 4y -2= -2(3x - 4y +3) 9x-4y+4=0 
Vậy (L) là tập hợp các điển: của hai đường thẳng có phương trình trên. 
Bài II _ 


Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm A(4; 1) zà tạo với hai nửa 
trục dương Ox, Oy một tam giác có điện tích bằng 9. 
Giải 


Giả sử đường thẳng qua A cắt Ox tại M(a; 0) và Oy tại N(0; b). Khi đó 








a>0,b >0 và phương trình dường thẳng là = tế c¿L, 
a 


_ 





Vì A(4; 1) thuộc đường thẳng nên Ki =1 =b= ` (a > 4) 
a a- 

1 1 1.8 
S = —=OM.ON=—ab=---—— 
PU 3 3a-4 

2 : `. 

"`"... 6n ©a -18a+72=0<© : 
2a-4 =12 


se a=6=b=8. Ta được phương trình đường thẳng là : 
X 


. ©x+2y-6=0. 
6G 98 : 


®e a=l2=b= s, Ta được phương trình đường thẳng là : 


+ =1 ©Sx+8y-12=0. 


Bl* 
2l Ẵ©2|< 


ä2 


Bài 12 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho hai đường thẳng : 
Ai:4x-3y—-12=0, As:4x+3y-12=0. 

a) Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác có các cạnh lần lượt nằm trên các 

đường thẳng A¡, A¿ và trục tung. ` 

b) Xác định tâm và bán kính đường tròn nội tiếp tam giác nói trên. 

(ĐE THỊ ĐẠI HỌC HUE, KHÔI D, 1997) 



















Giải 


a) Các đỉnh nằm trên trục tung có tọa độ là nghiệm của hệ : 


xu = A(0; - 4) 
4x-3y-12=0 Ị 

` = B(0; 4) : : 
4x+ 3y -12=0 


Đỉnh là giao điểm của A¡, A¿; có tọa độ là nghiệm của hệ : 
4x-3y~12=0 
lề +3y~12=0 
b) Tam giác ABC cân (vì CA = CB), do vậy tâm I nằm trên trục hoành, 
l 4a - 12l h 
= 


=> C3; 0). 


l(a;0),a> 0. Vì O=d(I, Ai¡)nên a= 


4a - 12 
5 


-4a + 12 4 
® a= Bá sen g7 


5 


= a = -12 (loại). 





Vậy đường tròn nội tiếp có tâm lễ: o) , bán kính r = s: 


Bài 13 
Trong mặt phẳng Oxy viết phương trình đường thẳng song song với 


đường thẳng d : 3x - 4y + 1 = 0 và có khoảng cách đến d bằng 1. 
(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC HUẾ - KHỐI D - 1998) 







Giải 
Đường thẳng A song song với d nén có dạng : 3x - 4y + m = 0. 
Dễ thấy điểm A(1, 1) thuộc d nên ta có :. 
!I3-4+ml 
v3? +á? 
Vậy có hai đường thẳng cần tìm của bài toán là : 
3x- 4y-4=0; 3x - 4y+5=0. 


d(A, A)= =léềầm=-4,m=ð 
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Bài 14 —— 
Trong mặt phẳng tọa độ cho các điểm P(2; 3), Q(4; -1) và R(-3; 5ð) lần 
lượt là trung điểm các canh của một tam giác. Hãy lập phương trình các 
đường thẳng chứa các cạnh của tam giác đó. 
(DẺ THỊ ĐHQG HÀ NỘI - KHỐI A - 1995) 

Giải 

Giả sử P, Q, R lần lượt là trung điểm các cạnh BC, CA, AB của tam giác. 
Vì BC // QR nên BC có vectơ chỉ phương QR = (-7; 6). BC đi qua P nên có 
phương trình là : 



















BƠ; Š=S2=Š#—Š vu 7-88 =0 
—17 6 
Tương tự, ta có: CA:2x+5y-3=0, AB:2x+y+1=0. 
Bài lã 
Cho tam giác ABC có M(-2, 2) là trung điểm cạnh BC. Cạnh AB có 
phương trình là x - 2y - 2 = 0, cạnh AC có phương trình là 2x + ðy + 3 = 0. 
Hãy xác định tọa độ các đỉnh của tam giác. 
(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC TÀI CHÍNH KẾ TOÁN HÀ NỘI - 1996) 
Giải 
Tọa độ đỉnh A là nghiệm của hệ phương trình : 
-2y-2=0 ( 
X y-2 kệ _. 7 
2x+ðy+3=0 99 
Đường thẳng qua M song song với AB có phương trình dạng x - 2y + c = 0. 
Thay tọa độ M vào ta được c = 6. Vậy phương trình đường thẳng qua M, song 


song với AB là x - 2y + 6 = 0. § 
Từ đó, tọa độ trung điểm N của AC là nghiệm của hệ : 












¬2y+6=0 
Hệ: ào = N(-4; 1) 
2x+By+3=0 
+XCœ 76 
Vì XN= 2 TC SG =ÔÊN T NA =—. 
YA+V : 25 
Jụ= Che lệ “ĐỀN SỹN “rên 
2 
Vấy :CÍ—S: g'): 
99 
76 40 25 ¡1 
Tương tự : xp = 2Xxụ- Xe = -4 + ——=—; =2Ym-Yc=4—- —=— 
: § tụ B XM ~ Xc + 9 9 Yu YM —ỲC 9 9 
váy : B ( i0). 
99 
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Bài 16 : 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho các điểm A(2; 1), B(0; 1), C(3; 5), D(-3; -1). 
a) Tính diện tích tứ giác ABCD. 
b) Viết phương trình các cạnh của hình vuông có hai cạnh song song đi 
qua Á, C và hai cạnh song song còn lại đi qua B, D. 
(ĐỀ THỊ ĐHSP HÀ NỘI II - 1997) 






Giải 
a) Vì A và B có cùng tung độ nên AB // Ox. Từ đó : 
d(C, AB) = lyc-yAl =4 - 
d(D, AB) = lyp - yAl =2 
AB = lxaA- x;sl = 2 
C và D nằm về phía đối với AB, do đó : 
SAncp = SAnc + SAnD = na 6. 


b) Các đường thẳng đi qua A, C song song với trục tung có khoảng cách là 1; 
các đường thẳng đi qua B, D song song với trục hoành có khoảng cách là 2 
nên chúng không tạo thành một hình vuông. Do vậy ta có thể xét các đường 
thẳng đi qua A, C song song với nhau dạng : 

Dị::y =k(x- 2) + 1; D;:y=k(x-3)+5 
và các đường thẳng đi qua B, D vuông góc với cặp đường thẳng nói trên dạng 


¡ý TT S0) +1; Az:y=—1 (x+8)~1, 


Để bốn đường thẳng này tạo thành một hình vuông cần phải có : 
đ(A, Dạ) = d(B, Aza); D;:kx-y+ð-3k=0 
Az:x+ky+k+3=0 

I=k+4l _12k+3I 
>> cờ... 
vk+ J TƯ ] 

Vậy bài toán có hai lời giải : 

®e Dị:y=-7x+l5, D;ạ:y=-7x+26 

4 


1 
Ai:y= -X+l; Aa:Vy= Tường 





S (k ~ để = (3k + 8 © k=~7 ke 2 


s.h Dị: = gXY ai D, = 2x+4 


¡!:Y=-3X+]; As:y = -3x - 10. 
Bài l7 . 
Cho đường thẳng A: 4x + 2y - 13 = 0. Hãy tìm đường thẳng d; đối xứng 





với đường thẳng d) : x + y - 3 = 0 qua A. 


đã 


Giải 
Nếu d; cắt A tại A thì A thuộc d› 
Nếu d; chứa B thì điểm B' đối xứng với B qua A thuộc d¿. 
Do đó, ta có cách giải sau đây : 
Giao điểm A của A và d;¡ có tọa độ thỏa mãn hệ phương trình : 
4x+ 2y -13= 0 7 1 

Da =Alễ¡-2). 
Trong phương trình của dị cho x =0 >y =3. 
Vậy B(0; 3) e dị 
Ta sẽ tìm B' đối xứng B qua A 
Đường thẳng qua B vuông góc với A: 











S-IB42T TC 8m. ©>x-2y+6=0. 
4 2 
§ £ =>. 6=0 
Giao điểm I của BB với A: |” “⁄” =l Âu II ' 
4A+2y-13=0 5 10 
: 7 14 
Từ đó : X.„.=32X —X =3._--0=_— 
: TƯ hàn 5 
37 22 
„=2 = =3.—-Ä3=— 
Ÿp Yị —ŸYB 10 5 
7 1 
vớ y1 
/ 
= : =———~ 7 - 24 =0. 
dạ= AB 1T 7 Số TY ty 24=0 
5 2 5 2 


Bài 18 
Lập phương trình các cạnh của tam giác ABC nếu A(1; 3) và hai đường 
trung tuyến có phương trình là x - 2y + 1= 0 và y-1=0. 
| Giải 
Dễ dàng thử thấy A không thuộc hai trung tuyến đã cho. Ta có thể coi 


trung tuyến CP : x - 2y + 1= 0 và trung tuyến BN : y - 1. Ký hiệu G là 
trọng tâm của tam giác ABC. 


Q x-2y+l= 
y-1=0 








: = G(1; 1). 


Nối AG, kéo dài cắt BC tại M và đặt trên đường thẳng này MG' = MG. 
Khi đó BGCGG' là hình bình hành và GA = GGŒ. 
Xe, +X 
Ta có: Xxe= — TT =*g = 28g - xạ =2~1=1 


z TQ: +ÝA 


Yo= 5 =YQ@. =2ÿo-YA=2-ä=-1. 
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Vậy Œ' (1; -1). 
Œ B//CP nên phương trình GB có dạng : x- 2y+C=0 
Đường này đi qua Œ nên : 1- 2(-1)+C=0—=C=3 
Vậy GB:x-2y-3=0 A 
B là giao điểm của BN và GB nên : 

B: Ũ —=2y-3=0 

y=l 

GŒC //BN nên phương trình Œ€ có dạng :y +c=0 
Đường này đi qua GŒ' nên : - 1+c = 1. 
Vậy GC:yx+1=0 


= B5; 1) 












C là giao điểm của ŒC và CP nên : B C 
VÀ TP = C(- 8; ~1) 
x-2y+1=0 tí 
Từ đó; Khi g =AB:x-2y-7=0 
5-1 1-3 
AC Š se hội =AC:x-y+2=0 
“8-1 -l1l-3 
Bức Ca =BC :x-4y-1=0 
S8-P  -i1< 


Bài 19 
_ Cho tam giác ABC có đỉnh B(1; 2). Đường phân giác trong AD của góc Ầ 
có phương trình là : x - y - 3 = 0. Đường trụng tuyến CM qua đỉnh C có 
phương trình là x + 4y + 9 = 0. Lập phương trình các cạnh của tan giác ABC. 
Giải 

Qua B dựng đường thẳng vuông góc với đường phân giác AD, cắt AD tại I, 
cắt BC tại K. Gọi N là trung điểm của BI. Vì MN // AD nên nếu biết tọa độ 
điểm N sẽ tìm được phương trình của MN. Từ đó ta sẽ tìm được tọa độ điểm 
M đà giao điểm của MN và CM!). 

Do đó ta lập được phương trình cạnh AB, từ đó tìm được tọa độ điểm A. 
Biết A và K ta sẽ có phương trình cạnh AC. 

Từ đó tìm được C và phương trình cạnh BC. 










Ạ 


_BK: X--# ˆœxey s3 =0 


r8 =% Êhvgý 
x-y-3=0 K 


đản ĐIST RUA BE =K(5; -2) 
Yg =2YIi -Yp =-2 B. D C 
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xụ= T8 L=2 
N: =>N(2; 1) 
ST. Tư, 


2 
MN : 1(x - 2) -1.(y- 1)=0<©©x-y-1=0 , 


_ it=y=1=0Ũ 
x+4y+9=0 


ỶỲN 


= M(-1; -2). 


° ÄESAM: S«< LE- ©2x-y=0 
=1-1 -2-2 


: Beteeh 





A(-3; -6). 
x-y-8=0 7 ` 


xt+3_ y+6 
B+3 -2+6 
.„Jx-2y-9=0 
mm. 


e AC=AK: 








©x-2y-9=0 


= C3; -3). 








Ẩ©ð5x+2y-9=0. 


Bài 20 





Cho tam giác ABC có A[§ h 5) , hai đường phân giác trong vẽ từ B và C 





lần lượt là dị : x - 2y - 1= 0 và d;: x + 3y - 1=0. Viết phương trình các 
cạnh của tam giác đã cho. 






Giải 


Gọi A¡, A; lần lượt là các điểm đối xứng của A qua dụ, dạ. Khi đó A¡, A; 
thuộc đường thẳng BC. 





$ A 
Từ đó, ta có cách giải : 
S2 SE TNIPNEE ©2x+y-ä=0 
-2y-1=0 
j.... = lệ) 
2x+y-3=0 5 ð 
1 B_ À¿ Ái Ũ 
XẠ, “2M —Xạ =9. =9 
® Ái: 5 = A¡ (2; -1) 
YA, =2y¡- sử 2L ga 
Át ITŸYA* 55 
4 7 
AA:s: min ©3x-y-1=0 


= A;(0; -1) 
2Yy—VYA =2. 


Vì Ai, A; đều có tung độ là -1 nên BC z A¡A;: y + 1=0. 











: K2 DU He ngụ, C: SH... 
y+1=0 y+l=0 
4 7 
X-—- Vy_-~ 
Từ đó AB: s. 5 ©4x-äy+1=0 
4 7 
dc c6 
5 5 
4 7 
Xx-— Vy—-~ 
À0: —=Š- Š_ 3x+4y-8=0. 
4 7 
#cc ¬el<= 
5 5 


Tóm lại, phương trình của các cạnh là : 
AB:4:- 8y +1=0 AC:3x+4y-8=0;  BC:y+1=0. 
Bài 21 
Hãy lập phương trình tổng quát của đường thẳng đi qua điểm I(-2; 3) và 


cách đều hai điểm A(5; -1) và B(3; 4). 
(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC TÂY NGUYÊN -KHỐI D - 2000) 





Giải 
Đường thẳng đi qua I có phương trình là : 
Ai: X = -2 hoặc A;: y = k(x + 2) + 3 œ kx-— y4fk+8< 0 
Dã thấy d(A, Ai) = 7, dŒ, A¡) = 5 nên A;¡ không thỏa mãn bài toán. 
A¿ thỏa mãn bài toán <© d[A, A;] = d[B; A¿] 
` |ök+1+2k+3|_ |3k-7 + 2k + 3| 
vk? +1 khai ° 
k=0 
©7y+4=+(5k-4)c© RE 
Vậy có hai đường thẳng qua I cách đều A và B là y = 3, y = -4x - 5. 
Phương pháp giải khác (không dùng hệ số góc) 
Giả sử đường thẳng cần tìm có phương trình là : Ax + By+C=0 
Vì I(- 2; 3) thuộc đường thẳng nên : -2A + 3B + C =0 (1) 
Vì đường thẳng cách đều A(5; —1) và B(3; 4) nên : 
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|öA-B+Œ _ J8đA+4B+Q 

vA? +B? ' vA? +B? 
Từ (1) và (2), ta có hai trường hợp : 
° le rang IS vu 





©ö5A-B+C=+(3A+4B+C)  (2)- 


5A -B+C=3A+4B+C “` |A-4B=0 
Chọn B = 1, ta được A = 4, C = -5. Vậy có đường thẳng thỏa mãn bài 
toán là : 4x + y - 5= 0. 
*+) —2A+3B+C=0 -2A+3B+C=0 A=0 
BA-B+€C=-3A-4B-C 4A-3B-C=0 3B+C=0 
Chọn B = 1, ta được C = -3. 
Vậy có đường thẳng thỏa mãn bài toán là : y - 3 = 0. 
Bài 22 










Cho hai đường thẳng có phương trình : 2x + 3y + 1 = O0 và x-y+3=0. 
Tìm phương trình đường thẳng d đi qua giao điểm của hai đường thẳng nói 
trên và song song với đường thẳng : 3x - 5y = 0. 
Giải 

Phương trình đường thẳng d có dạng : œ(2x + 3y + 1) + B(x - y +3) =0 
© (2œ + B)x + (3œ - B)y + (ơ + 3B) = 0 

Vì d song song với đường thẳng : 3x - 5y = 0, nên : 
SE Ec D . la ~8 


3 = 
gang œ + 8B #0 B =-19 


Vậy d: 2(2x + 3y + 1) - 19(x- y +3)=0 © 3x - ðy + 11=0. 
Bài 238 . ở 
Tìm m để ba đường thẳng sau đây đồng quy : 
(dạ): 5x—- 2y +320; 
Giải 
Phương trình (dạ) có dạng: œ(mx + y - 4) +P(5x - 2y + 3) = 0 
© (mơ + 58)x +(œ - 2B)y + (- 4œ + 3B) = 0 
mơ + 5B =m 

So sánh hai phương trình của (dạ), ta cần tìm œ, B để : 4œ - 2B = 3 

~ 4œ + 8B = -2 















(dị): mx + y-4=0; (đa): mx + 3y - 2= 0. 


Từ hai phương trình sau ta có œ = -1, B = -2. Thay vào phương trình đầu 
ta được : -m - 10 =.m <> m = -ð 
Vậy m = -5 thì ba đường thẳng đã cho đồng quy. 
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Bài 24 

Trong mặt phẳng cho tam giác ABC với A(1; 1), đường cao hạ từ B và C 

lần lượt nằm trên đường thẳng (dị) : -2 + y- 8= 0 và (d¿): 2x + 3y-6= 0. 
Hãy viết phương trình đường thẳng chứa đường cao hạ từ A và xác định 

tọa đó các đỉnh B, C của tam giác ABC. 

(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC SƯ PHẠM HÀ NỘI 2 - 2000) | 














Giải 
e_ Gọi (dạ) là đường cao hạ từ đỉnh A thì (d;) có phương trình : 
(đ;): A(—-2x + y- 8)+2x+3y-6)=0 
© (d;) : (2À + 2H)x + (^ + 3u)y — (8A + 6U = 
Vì (d;) qua A(1; 1) mm... -9ÀÈ-n=0 
Chọn À =-l => =9, ta có : 
(dạ) : 20x + 26y - 46 = 0 © 10x + l13y - 23 =0 
e«e ABL(d;)— AB: 3x- 2y+c=0. TÊN £ TP DU Dạ Đi 2+c=O=c=-1. 
Suy ra AB:3x- 2y-1=0 
B là giao của AB và (dị): 


3x-2y-1=0 
bại. = B(~17; - 26) 
—2x+y-8=0 
e ÁC | (d,) và đi qua A nên AC : x + 2y-3=0 
_Jx+2y-3=0 = C(3; 0). 
2x+3y-6=0 


Chú ý : Tơ có thể uiết phương trình (d„) theo cách : (dạ) qua A uà uuông 
góc uới BC. 


D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 


01. Cho tam giác ABC có các đỉnh A(1; 1), B(4; 5), C(18; -4). Gọi M,N,P 
theo thứ tự là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB. 


a) Viết phương trình các cạnh của tam giác. 


b) Viết. phương trình đường thẳng PN và đường trung tuyến AM. Gọi I là 
giao điểm của PN và AM. Kiểm tra lại rằng I là trung điểm của P} và 


— 


AI =IM. 
ĐS;: a) AB: 4x_—- 3y-1=0;BC:x+y-9=0;,CA: ðx + 12y - 17 z0. 


b) [Ệ: 1) 
4 


02. Cho ba điểm A(3; 5), B(-1; 3), C(4; 1). Viết phương trình đường thẳng đi 
qua A và tạo với BC một góc 45”. 
ĐS:3x- 7y + 26 =0; 7x + 3y - 36 =0. 
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03. Lập phương trình đường thẳng qua điểm M(2; 7) và cách điểm N1; 2) 
một khoảng bằng 1. 

Đ§ :12x- By+11=0, x-2=0. 
04. Cho hai điểm A(1: 1), B(7; 4) và dường thẳng d : 2x - y - 4 = 0. Chứng 


minh rằng d cắt đoạn AB tại một điểm M. Tính tỷ số n 
ĐS:- 1. 
2 


05. Cho hai điểm A(0; 5), B(4; 1) và đường thẳng d : x - 4y + 7 = 0. Tìm 
điểm C trên d sao cho tam giác ABC là tam giác cân đáy AB. 

ĐS : C(1; 2). 
06. Cho hai đường thẳng d:, d;› theo thứ tự có phương trình là : 

3x+4y-1=9; 4x+3y+5=0. 

a) Viết phương trình các đường phân giác các góc hợp bởi đường thẳng d; 
và dạ. 

b) Viết đường phân giác của góc nhọn hợp bởi d; và đ¿. 

ĐS: a)x-y+6=0, 7x+7y+4=0. b)7x+ 7y+4=0. 
07. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 2x - y - 1= 0 
và điểm I(1; 2). 

a) Tính khoảng cách từ I đến d. 

b) Tìm tọa độ điểm I' đối xứng với I qua d. 

. V5 (8 19) 

ĐS : a) _g” b)l [la]: 
08. Viết phương trình các đường trung trực của tam giác ABC biết trung 
điểm của các cạnh là M(-1; -1), N(1; 9), P(9; 1). 

ĐS:x-y=0; 5ðx+y-l1l4=0, x+õy-14=0. 
09. Trong mặt phẳng cho hai đường thẳng dị, d; có phương trình : 

dị:kš-y+k=0; — d;:1-k?)x + 2ky - (1+ k?) =0. 

a) Chứng minh rằng khi k thay đổi, d, luôn đi qua một điểm cố định. 

b) Với mỗi giá trị k, hãy xác định giao điểm của dị và dạ. 

c) Tìm quỹ tích gìao điểm của dụ, d; khi k thay đổi. 

1-k 2k 


ĐS: a) Điểm cố định A(-1; 0). WWw=é : “ 
) Đi ịạ X BE, y 1k 








e) x” + y = 1, 
10. Cho diện tích tam giác ABC là S = h , hai đỉnh A(2; -3); B(; -2) và trẹng 
tâm G của tam giác thuộc đường thẳng 3x - y - 8 = 0. Tìm tọa độ đỉnh C. 
ĐS : C(-2; -10) hoặc C(1; 1). 
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11. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho 5 điểm A(0; -1); B(2; 3), c[: 0Ì, 


E(1; 6), F(-8; -4). 
a) Kiểm nghiệm rằng A, B, C thuộc đường thẳng A : 2x -- y-1=0. 
Tìm trên A điểm D sao cho 4 điểm A, B, C, D lập thành một hàng 
điểnn điều hoà. 


b) Tìm M trên A sao cho EM + FM có độ dài nhỏ nhất. 


Đ§ : a) D (~1; -8). bì M|Ễ:). 


(5 ”5 
19. Trong mặt phẳng tọa độ cho 4 điểm A(a; 0), B(0; 6), M(m; 0), N(0; n) 
trong đó a, b không đổi còn m, n thay đổi sao cho luôn có : SM + khi = 9. 
OA OB 
Tìm tập hợp giao điểm của các đường thẳng AN và BM. 
ĐS H = z = 9. 
a ạ, b 


13. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d : xcosœ + ysinơ + 2cosơ + 1 = 0. 


a) Chứng minh rằng khi œ thay đổi, đường thẳng d luôn tiếp xúc với một 
đường tròn cố định. 


b) Cho điểm I(-2; 1). Dựng IH L d(H e d) và kéo dài IH một đoạn HN = 2IH. 
Tính tọa độ của N theo ơ. 


ĐS: a) Đường tròn cố định : (x + 2)” + vỶ = 1. 
\$ b)N(-2 - 3cosơ(sinơ + 1); 1 — 3sinơ (sin œ + 1)). 


14. Cho P(3; 0) và hai đường thắng d : 2x - y.— 2 = 0 và dạ¿:x+y+3= 0. 
Gọi d là đường thẳng đi qua P cắt dị, dạ lần lượt ở A và B. Viết phương trình 
của d biết rằng PA = PB. 


ĐS : 8x - y - 24 = Ô. 
15. Cho A(1; 2). B(2; 5). Điểm M di động trên đường thẳng d : x - 2y - 2 = 0. 
a) Tìm giá trị nhỏ nhất của MA + MB và của ' MÃ +MB |. 
b) Tìm giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của | MA - MBI. 
ĐS: a) 65/2,3/5,  b) 0; v10. 
16. Cho tam giác ABC biết A(2; -1) và hai đường phân giác của góc B và Ê 
lần lượt là dạ : x - 2y + 1= 0; dc : x + y + 3 =0. Tìm phương trình cạnh BC. 
(ĐỀ THI ĐH LUẬT VÀ ĐH XÂY DỰNG HÀ NỘI - 2000) 
ĐS: 4x - y +3 =0 (xem bài 20 phần c). 
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Chuyên đề 3 : ĐƯỜNG TRÒN 


A.TÓM TẮT LÍ THUYẾT 
1. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 
1) Phương trình tổng quát 
































x?+y?+ 2ax + 2by+c=0, a2+b?-c>0, 
là đường tròn có tâm ]I(-a; -b), bán kính R = va? +bÊ-c. 
e Phương trình bậc hai ax? + bxy + cy? + 2dx + 2cy +f=0 





a=cz0 
là phương trình đường tròn © +b= 0 


d°+c2-Ê x0 
. a 





ii Phương trình chính tắc 
(x - a)” + (y - b) = Rˆ 

là phương trình đường tròn tâm l(a; b), bán kính R > 0. 
9. PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN VỚI ĐƯỜNG TRÒN 

Cho đường tròn (C) : (x - a)? + (y - b) = RẺ. 

Tiếp tuyến với (C) tại Mạ; yo) e (C) là : 

(xo - a)(x — a) + (yạ - b)(y - b) = RẺ. 

Điều kiện để đường thẳng A : Ax + By + C = 0 tiếp xúc với (©) là : 

ca) laA+bB+CI 
vA?+Bˆ 


e _ Nếu đường tròn cho bởi phương trình tổng quát : 


dŒ, A) = R = R. 


(C) : x? + y? + 2ax + 2by + c = 0. 
thì tiếp tuyến với (C') tại MG; yọ) e (C) là : 
XXo + YYo + a(X + Xo) + b(y + yo) + c = Ô. 
3. Phương tích. Trục đẳng phương 
Cho đường tròn (C) : Ñx; y) = x” + y” + 2ax + 2by + c= 0 
Phương tích điểm MŒ; yụ) đối với (C) là .ZMxo› = ÍXo; y0). 
Cho hai đường tròn : 
(C): fx, y) = x” + y? + 2ax + 2by +c=0 
(C) : g(x, y) = x? + y” + 2ax+ 2b'y + c =0 
Tập các điểm có cùng phương tích của (C) và (C`), còn gọi là trục đẳng 
phương của (C) và (C) là đường thẳng : 
(x; y) = g(x; y) © 2(a - a)x + 2(b-b)y+c-c =0. 
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B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấm đề 1 : TÌM PHƯƠNG TRÌNH CỦA MỘT ĐƯỜNG TRÒN 
A. ¡PHƯỜNG PHÁP 





¡Nếu sử dụng dạng tổng quát thì cần tìm a, b, c. Nếu sử dụng dạng chính 
tắc thì sần tìm a, b, R. 








B. 'VÍ DỤ 
Ví dụ ) 1 


"Trorg mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy cho hai điểm A(-2; 0); B(0; 4). 
Viết phương trìun đường tròn \C) đi qua 3 điểm O, A, B. 


Giải 
« _ jSử dạng dạng tổng quát của phương trình đường tròn, ta có : 





x+yˆ + 2ax + 2by +ec= 0. 
"Vì đường tròn đi qua O(0; 0), A(-2; 0), B(0; 4) nên 
c=0 a=l 
4-4a+c=0 ©+b=-2. 
16+8b+c=0 c=0 
Vậy (C) : x? + y? + 2x - 4y = 0. 
se Sử dụng dạng chính tắc của phương trình đường tròn, ta có : 
(x— a) + (y - b)°= R'. 
Wì tam giác OAB vuông tại O nên tâm I của (C) là trung điểm của đoạn 


AB :I( 1; 2). 
R=Òl = v1? +5? =5 
Vậy C): (x + 1+ (y - 2)” = 5. 


Vấn đề ? : KHẢO SÁT TÍNH CHẤT CỦA MỘT Họ ĐƯỜNG TRÒN 
A. PHƯƠNG PHÁP 





Cần chú ý điều kiện của tham số để phương trình xác định một đường 


tròn. Đứa phương trình về dạng tổng quát hoặc dạng chính tắc để sử dụng 





công thíc tìm tâm và tìm bán kính của đường tròn đã cho. 
B. VÍ ĐỤ 
Ví dụ 2 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho họ đường tròn : 
(Cm) : x” + y? -(m - 2)x + 2my -1=0.. 


a) Tìm tập hợp tâm các đường tròn (Cm). 


b) C›ứng tỏ rằng khi m thay đổi, các PHẾ tròn (Cm) đều đi qua một 
điểm cố định. 
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Giải 
a) (Cm) : x” + y° -(m — 3)x + 2my - 1= 0 có dạng xŸ + y” + 2ax + 2by +e=0 
xả gi es01=” lieu, @ai 
2 
na =9) 
Va?+b?-c= (;? ~n” +1 > 0 với mọi m nên với mọi m, (C„) là 


7 


5 
đường tròn có tâm =2 ;— mj và bán kính R = (2ˆ) #1” +1. 
Gọi (L) là tập hợp các tâm của đường tròn (Cr,) 
= m—2 
(x;y)e(L)©{4 2 ©2x+y+2=0. 
y=_m 
Vậy (L) là đường thẳng : 2x + y + 2= 0. 
b) (Cm) : x” + yŸ - (m - 2)x + 2my-1= 0 
© (2y - x)m + (x” + yˆ + 2x-— 1)= 0 


Tọa độ điểm (Cạ) luôn đi qua là nghiệm của hệ : 
_ 32 
2y-x=0 „5y x=-9 SA 
§-.vĂ “` w 2 “su : 
xế+y“+2x-1=0 5y“+á4y-1=0 y=-l 1 
5 
Vậy họ (Cạ) luôn đi qua hai điểm cố định là (—2; -1) và : 


Vấn để 3: VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA ĐƯỜNG THẲNG VÀ ĐƯỜNG TRÒN 
VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA HAI ĐƯỜNG TRÒN 
A. PHƯƠNG PHÁP 


Cho đường thẳng A và đường tròn (C) tâm I, bán kính R. Khi đó nếu 
dŒđ; A) < R thì A cắt (C) tại hai điểm phân biệt, d(I; A) = R thì A tiếp xúc với 
(C), d1; A) > R thì A không cắt (C). 

Cho đường tròn (C) tâm I, bán kính R và đường tròn (C') tâm Ï, bán kính 
R. Khi đó : 

Nếu IUF >R+R hoặc II' < IR - RIthì hai đường tròn không cắt nhau. 

Nếu II = R+R thì hai đường tròn tiếp xúc ngoài với nhau, 










II = IR- RI thì hai đường tròn tiếp xúc trong với nhau. 
Nếu IR- RI <IlI' <R+R thì hai đường tròn cắt nhau tại hai điểm phân 
biệt. 
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B. VÍ DỤ 
Ví dụ 3 
Cho đường tròn (C) có phương trình : 5x” + ðy” - 10x + 4 = 0 và đường 
thẳng A có phương trình : mx - y - 2m + 3 = 0. 

Hàãy biện luận theo m số giao điểm của (C) và A. 









Giải 
Ta có (C): Œ= LÝ +y =2 
Vì vậy (C) có tâm (1; 0) và bán kính R = -—. 
. v5 
, hoảng cách từ I đến A là : đUY, A)e CT1 HỘ. 
mỶ +1 m? +1 
" 2 m = 2 
d(I, A)=R . © 2m - l5m + 22 = 0 © 11. 
mˆ+l 5 m=—— 
2 
— 2 P 
M A}jeWe 0” xẻ œ.ÔmŠ - lầm + BB « 0+8 2 He 2°, 
m”+1 2 


Vậy 2<m< 5 : (Ơ) cắt A tại hai điểm phân biệt. 


11 


m=2,m= : (C) và A tiếp xúc với nhau. 


m<2,m> ¬ : (C) và A không cắt nhau. 


Vấn đề 4 : TÌM TIẾP TUYẾN VỚI ĐƯỜNG TRÒN 
A. PHƯƠNG PHÁP 
Sử dụng công thức tìm tiếp tuyến. Trong trường hợp sử dụng phương pháp 
chung để tìm tiếp tuyến cẩn chú ý đường tròn có thể có tiếp tuyến dạng x = e. 
B. VÍ DỤ 

Ví dụ 4 
| Cho đường tròn (C) có phương trình x” + yŸ + 2x - 4y = 0. 
a) Tìm tâm và bán kính của đường tròn. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến với đường tròn tại điểm có hoành độ x = 1. 
c) Viết phương trình tiếp tuyến với đường tròn và đi qua điểm P(4; 7). 

Giải 
a) x + y?+ 2x- 4y =0 ©(x+ 1Ỷ+(y-—- 2)” =5 
Vậy đường tròn có tâm I(-1; 2), bán kính R = v5. 
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b) Thay xọ = 1 vào phương trình đường tròn, ta được : 
y-áyua g0 ge14y<6 
Vậy đường ròn có hai điểm có hoành độ x = 1 là M; (1; 1) và M¿(1; 3). 
Theo công thức tìm tiếp tuyến, ta có : 
e Tiếp tuyến tại M; : (1 + 10x + 1)+(1- 2y-2)=5 ©2x-y-—1=0. 
e Tiếp tuyến tại M;: (1+ 1x+1)+(3-2Ày-2)=5 ©2x+y-5=0. 
e) PI= vj(4+1)2+(7-2)? =v50 =5/2 > V5 = R, do đó P nằm ngoài đường 
tròn. Từ P có thể vẽ được hai tiếp tuyến với đường tròn. 
Đường thẳng qua P có hệ số góc k 
y=k(x - 4)+7©kx-y + 7- 4k= 0 
Đường thẳng này tiếp xúc với đường tròn © 


©œfk-2t7-4k'_£ ©2k-5k+2=0<© 
kỶ+1 


2| t9 


k 
k 


Vậy có hai tiếp tuyến với đường tròn qua P là : 
y=2(x-4)+7 @œy=2x-] 


1 1 
= -(X-4)+7 ©Yy= —-X+ð. 
Y 5 M 5 +ỗ 


C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 
Bài 1 
| Viết phương trình đường tròn đi qua ba điểm A(2; 0), B(0; 1), C(-1; 2). 
Giải 
e Cách 1 : Phương trình tổng quát của đường tròn là 
x+yˆ+ 2ax + 2by +c= 0. 
Đường tròn đi qua A (2,0): 4+ 4a+c= 0. 
Đường tròn đi qua B (0;1):1+2b+c=0. 
Đường tròn đi qua C(-1, 2): 1 + 4- 2a + 4b +c= 0. š 
7 
ai 
4a+c+4~=0 2 
= 42b+c+1l=0 => \|b=-—. 


-9a+4b+c+5=0 , 


Vậy đường tròn cần tìm có phương trình tổng quát là : 
x'+y?-7x~ 11y + 10 =0. 
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se Cách 2: Ta tìm tâm I và bán kính R của đường tròn. 
Trung trực của đoạn AB có phương trình là 4x - 2y - 3 = 0. 
Trung trực của đoạn AC có phương trình là x - y + 2 = 0. 
I là giao điểm của hai đường trung trực nên 


4x-2y-3=0 7 11 
l1: =]1_—; - 
x-y+2=0 2 2 





R là khoảng cách từ I đến một trong các điểm A, B, C. 


ben (RJ ấn 


2 2 








#Y 1I\” 65 
Vậy đường tròn có phương trình chính tắc là l: ~ 3] + lz _ S] 


e Cách 8: Gọi (x, y) là tọa độ của tâm I. 
IA?=(x-9)?+y?, IB?=x?+(y-1), IC?=(x+1+(y-9” 
í&<Ø}ˆ ty? =x? +(y =1” 


Vì IA = IB = IC nên 
x? +(y-1)Ê =(x+1)? +(y-2)2 


7 
4x-2y+3=0 |Š~*5 7 11 
==. = => l| —;—]. 
x-y+2=0 —11 Â919 
ỹ 2 
Công việc tiếp theo tiến hành như cách 2. 


Bài 2 






Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với hai đường thẳng 
—— dị:4x+3y-8=0, d¿:3x+4y-1=0 
và có tâm nằm trên đường thẳng d;: 2x + y-1=0. 
Giải 
Gọi I(xo; yo) là tâm của đường tròn. Khi đó : 
|4xe+3yo-8l_ 13x +4yo -1l 


© l4xạ + äyo - 8 Ì = | 3x + 4yo - 1Ì 








d1, dị)= dq, d;) >> 





Xo—Yo =7 


© đụ + äyọ - 8 = + (3xụ + 4yo - l1) : 
ề 7Xo+7yo =9 


Vì IŒ; yọì ed¿ => 2xe+yo-1=0 
8 


Xo =Yo =7 s r8. 13 

=s =l¡| 

2Xo +Yạ =1 Móc 13 3 3 
3 
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ca =8 
3 J1 


Nị 0u 0B Có cÝ— he 
v4 2+3 15 


Ta được phương trình đường rròn thỏa mãn bài toán là : 


8\ ni trị 
X——| + Y†—I| =|--|- 
3} V ã 


15 
# 3 
7 7yo=9 0 \ 
: Xọ +7Yo ca ĩ | ~Ÿïg | 
2Xsg+yo=l 11 T77 
Yọ “rau 
7 
__ 
R; = d(1¿, dị)= na. ng 
45.” d5 
Ta được đường tròn thứ hai thỏa mãn bài toán là : 


5 ý _ ¬I 
x+-|l + Y-— | =|—|- 
#J TU Tây 35 





Bài 3 
Cho tam giác ABC biết ba cạnh lần lượt nằm trên ba đường thẳng 
BC :3x- 4y +36=0; CA: 4x + dy + 238 =0. 





AB:x-4=0; 
a) Tìm tọa độ các đỉnh. 
b) Có nhận xét gì về hình dạng tam giác ABC. 
c) Viết phương trình đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác ABC. 





Giải 
'ìaá đố Sinh: A}]| 0gbieit của bệ TS = A(4; -13 
a) Tọa độ đỉnh A là nghiệm của hệ 4v+.Êy 28-8 (4; -13) 
x-4=0 
= B(4; 12). 


Tọa độ đỉnh B là nghiệm cúa hệ : 
oa độ đỉn nghiệm cúa hệ 3x - 4y + 36 = 0 


3x - 4y + 36 =0 
Tọa độ đỉnh C là nghiệm của hệ ki di = C(-8; 3). 
4x+3y+23=0 





b) Ta có: CA =(12;-16);  CB=(2;9) 
= CA..CB =(19) - 16. 9 = 0 —= CA 1 CB = tam giác ABC vuông tại C 
AB (025) AC (-12;16) 3 4 
c) e ——=———=(0; ]); ——=——-|-_-_-;,-— 


= Vectơ chỉ phương phân giác BAC là : 
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5 Ð 


Vậy phân giác BAC là : — / sc 





©<3x+y+l=0 





BA _ (0-85) (0 Ụ | 
5” 5 


B 95 ~ BC lz2,g?.. 


= Vectơ chỉ phương phân giác BAC là : 


(0;<Ð + [cšrš]*[Tsr-g)# tị?) 


= 





5° 5) (| 5 `5 
Vậy phân giác BÁC là; ®TÊ = Ÿ TỔ œ øx- y +4 =0 
Tâm I của đường tròn nội tiếp có tọa độ là nghiệm của hệ : 
lm yrá-ó ZICh9 


|=1-4l- 
v1? +02 


= Phương trình đường tròn nội tiếp là (x + 1+ (y - 9)” = 25 


Bán kính đường tròn nội tiếp là : r = d (I, AB) = 5 


Vì tam giác ABC vuông tại € nên tâm K của đường tròn ngoại tiếp là 
trung điểm của AB = KÍ4-2]. 
25 


Bán kính đường tròn ngoại tiếp là : R = SAB nên: 


2 
= Phương trình đường tròn ngoại tiếp là : (x - 4}? + lz + 3) = . : 


Bài 4 
Cho hai đường thẳng A¡ : 2x + y + 2= 0; A;:2x+y- 18 =0. 
a) Tìm quỹ tích tâm của đường tròn tiếp xúc với cả hai đường thẳng. 








b) Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với hai đường thẳng và đi qua 
điểm A(; 0). 


Giải 


a) Gọi I(x; y) là tâm của đường tròn tiếp xúc với hai đường thẳng Aq, A¿. 


 ỂU, I2x+y+2l 
Rhi đó : R = dd, Ai) = -“—=È*“ 
v5 
R=d(, A;)= J2x+y-18l 
v5 


ð1 


I2x+y+2l : [12x + y -18] `... 
v5 v5 
Vậy quỹ tích tâm I của đường tròn là đường thẳng 2x + y - 8 =0. 
1 


b) Vì ca... mẽ nên A;/⁄ A¿, điểm (0;-2) e A¡ nên 
2 1 -18 





€ >1o.< 
I20-3-181_ 30 


vỗ v5 


Đường tròn tiếp xúc với A; và A ; có bán kính là R = ma = 25. 





d (Ai, As)= 


Gọi I(xạ; yọ) là tâm của đường tròn qua A, tiếp xúc với A¡, As. Khi đó : 
I thuộc đường thẳng quỹ tích = 2xọ + yo - 8 =0 
IA =R = Œo - 1) + yc°= 20. 
2xe¿+yo-8=0 HƯƠNG 
= 


Vậy ] : 
| 5xọ” -34xọo +45 =0 


Xu” —2Xụ tắ¿vyˆ = 20 


9 
Xo=r lánh 
22 ` =-2` 
Vọ ` Ÿo 


Từ đó, có hai đường tròn đi qua A, tiếp xúc với A, Az; là 


2 2 
(x-;] tin) =20;  (x-5)°+(y+2)= 20. 


Bài ð 
Trong mặt phẳng tọa độ cho họ đường tròn có phương trình : 





| (C;,) : x” + yˆ- 4mx - 2y + 4m = 0,m e R. 
a) Xác định tọa độ tâm I và bán kính R của đường tròn theo m. 
b) Tìm quỹ tích của điêm Ï khi ñì thay đổi. 
e) Tìm quỹ tích điểm cố định mà họ đường tròn này luôn đi qua. 
d) Chứng minh rằng họ đường tròn này tiếp xúc với nhau tại m)t điểm cố 
| định khi m thay đổi. Viết phương trình đường tiếp tuyến chung tại điểm đó. 
Giải 
a)  x?+y?- 4mx - 2y +4m=0 © (x- 2m) + (y - 1)” = (2m - ')Ẻ. 
Vậy (C„) có tâm 1(2m; 1), bán kính !2m -1I. 








b) Tọa độ của I : l : „ = y = 1. Vậy quỹ tích của I là đường thẳng y = 1. 
y = 


e) Ta viết (Cm) : 4m(1 - x) + x”+yˆ- 2y =0. 


g2 


"`. : 1¬x=0 x=l 
Điểm cố định của họ (Cm) là nghiệm của hệ 


© 
x?+y?-2y=0 y=l 
Vậy (C„) luôn đi qua điểm cố định A(1; 1). 
đ) Các đường tròn (Cm) có tâm nằm trên đường thẳug y = 1, luôn đi qua 
điểm A(1; 1) thuộc đường thẳng y = 1 nên chúng tiếp xúc với nhau tại A cố 
định. Tiếp tuyến chung tại A là đường thẳng đi qua A, vuông góc với đường 
thẳng y = 1. Vậy tiếp tuyến chung là x = 1. 
Bài 6 
Cho các đường tròn:  (C):x?+y°-1=0. 








(Cm) : x” + y” - 2(m + 1)x + 4my - 5 = 0. 
a) Tìm quỹ tích tâm của đường tròn (C„) khi m thay đổi. 
b) Chứng minh rằng có hai đường tròn (C,,) tiếp xúc với đường tròn (C) 
ứng với hai giá trị của m. Viết phương trình các tiếp tuyến chung của hai 
đường tròn (C„) đó. 


(ĐỀ THỊ ĐH Y DƯỢC TP - HCM - 1999) 





Giải 
a) (C„) : Íx - (m + 1)l” + (y + 2m) = (m + 1) + 4mẺ + 5. 


Vì (m + 1) + 4m” + 5ð > 0 nên với mọi m, (Cm) đều xác định một đường 
x=m+l 
y=-2m 


£ 


tròn. Tọa độ tâm của (Cmạ) là = y = -2(x - 1) © 2x + y- 2= 0. 


Vậy quỹ tích của tâm của (C„) là đường thẳng 2x + y - 2 = 0. 
b) Theo a) (Cm,) có tâm Iím + 1; -2m), 





bán kính R = \(m +1)? +4m? +ỡ = V5m? + 2m +6 
Khoảng cách giữa tâm của (C) và (Cạ) là : 
OlI= J(m +1)? +4m2 = V5m?2 +2m +1. 
+ (Cm) tiếp xúc ngoài với (C) © R„ạ + R = OI 
© vVõm? +2m +6 +1= V5mˆ +2m +1 
=> không có m nào thỏa mãn (vì vế trái > vế phải). 


° | ‹ cÝÌ.rmr< 
® - (Cm) tiếp xúc trong với (C) © ysm” + 2m +6 -] = V5m” + 2m +1 


« 5m? + 2m + 6 - 2 V5m2 +2m+6+ 1= 5m? + 2m + 1 


=—1 


© vVõm?+2m+6 =3 © 5m” + 2m-3=0<© 3. 


Vậy có hai đường tròn của họ (C„) tiếp xúc với (C) là : 
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m=-L=(9j):x?+ y ”- 4y--B= 0. tầm I.(0; 2), bán kính Rị = 3. 

8 6` „ 
Bà X+ SN. =0, tâm LÍễrg]: bán kính R; = 3. 
ð 5 5” 5, 


ĐC CA VAI - TRỢ = 
Vì lH/l¿ = lạ) m.?! 3 CXS lu 41g 
5 \ đến 7 5 


và 11 >0= Rì xe R: nên (4 Ì và (6) cắt nhau = ( f1), (4) có hai tiếp 


m= È = (6): XẺ + yỂ- 


tuyến chung. 

Vì (2) và (4) có cùng bán kính rên các tiếp tuyến chung song song l]; 
và cách I;lạ một khoảng cách bằng bán kinh. 

11, = lậr s)⁄ (1; -3) là vecrơ shỉ phương của tiếp tuyến, do đó phương 


trình tiếp tuyến có dạng (A):2x+y+c=0. 





dđ¡,A)=3 => 


Vậy có hai tiếp tuyến chung của (%2) và (2) là 2x + y- 2 + 3V5 =0. 
Bài 7 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho họ đường cong phụ thuộc tham số m có 
phương trình F(x, y) = x? + y” - 2m (x - a) = 0, trong đó a là một số dương 
cho trước, cố định. 

a) Với giá trị nào của mn, phương trình trên là phương trình của đường 
tròn ? Ký hiệu (Cmạ) là đường tròn ứng với giá trị của m. 

b) Chứng tỏ rằng đoạn thẳng nối điểm O (gốc tọa độ) với điểm A(2a; 0) 
luôn cắt đường tròn (C„,). 

c) Chứng tỏ rằng tổn tại một đường thẳng là trục đẳng phương cho tất cả 
các đường tròn (Cm). 














Giải 
3 2 - XI : 2 2s. 2 
a) X” + y“ - 2m (x - a) =s (c3 (X - m) +y“ s m - 2ma. 
m xác định một đường tròn khác đường tròn điểm 
m<0 


S mỂ ~ ðma >0 | . 
m > 2a 


Ơ⁄.=F(0:0)= 2ma: “`... 
bì PỐG, )=F(0;0)= 2ma; PÀ(G, y= F(Œa; 0) = 4a” ~ 2ma 


= P%G,) : P%„;= nh Ö5Iền, ~ 9ma) = -4a?(m? - 2ma) < 0 


(đo điều kiện ở a)). 
= Trong hai điểm O, A, một. điểm nằm trong, một điểm nằm ngoài (Cm) 
= đoạn thẳng OA cắt (C„). 
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c) 'Goi mị, mạ (mị # mạ) là hai giá trị của m ứng với hai đường tròn tung } 


(C,¿,) có phương trình :E,,, (x; y) = x”+y” - 2m; (x - a) = 0, 


nn2 
Eạy, (X; y) = XỂ + y” — 2m¿ (x — a) = 0. 
= Trục đảng phương của (C„,),(Cm,) là : 


x°+y”— 2m, (X— a) = XỔ + y°— 2m (x-a)=0 


« 2(m; - m;)(x-a)=0<>x-a=0<>x=a. 


Vậy đường thẳng x = a không phụ thuộc m là .rục đẳng phương của mọi 
đường tròn Ca0)) Ũ 


Bài 
Trorg mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy xét họ đường tròn có phương trình : 








x?+ y” -(2m + 1)x -2(m + 2) y + 6m + 7 =0. 
a) Tìm quỹ tích tâm của họ đường tròn. 
b) Xác định tọa độ tâm của đường tròn thuộc họ đã cho mà nó tiếp xúc 
với trục Ôy. 
ƒ + ' (ĐỀ THỊ ĐHQG HÀ NỘI - KHỐI A ~ 1999) 
Giải 
a) Ta viết phương trình đường tròn dưới dạng 
[x~ (m + 1)J” + [y - (m + 2) = 2(mỶ - 1). 





2 . .ã . < -1 
Để ;ác định một đường tròn, điều kiện là 2(mŸ - 1) > 0 sì sĩ 
m> 


x=m+l 


Tọa độ của tâm l;  I: | m<-l,m>1 


y=m+2'` 
=I:y=x+l,x<0hoặc x32. 


Vậy quỹ tích của I là đường thẳng y = x + 1 bỏ đi khoảng từ điểm (0; 1) 
đến (2;3). 
b) Trụ: tung có phương trình x = 0. Vậy ta cần tìm m để phương trình sau 
đây có nghiệm kép : y°- 2(m + 2)y + 6m + 7 = 0, 


=-] 
Tưc là A' = (m + 2) - (6m + 7) = 0 S HỆ 2m =8 =0 em 3 
m = 


KEHhim = -1 thì đường tròn trở thành một điểm nên bị loại. 
Viậy chỉ có m = 3 thỏa mãn bài toán. 
Bài !9 
Clhc ba điểm A(3; 1), B(0; 7), C(ð; 2) trong mặt phẳng tọa độ. 
a)) Chứng minh tam giác ABC vuông. Tính diện tích tam giác ABC. 
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b) Giả sử M chạy trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, chứng minh 
rằng khi đó trọng tâm G của tam giác MBC chạy trên một đường tròn. Viết 
phương trình chính tắc của đường tròn đó. 

(ĐẺ THỊ ĐH NÔNG NGHIỆP 1 HÀ NỘI - 1998) 


Giải 





a) AB= (-8; 6); AC= (9; 1).Vì AB.AC =-6+6=0 
Nên AB L AC. Vậy tam giác ABC vuông tại A. Từ đó : 


Gì yyc 2 LABI ACI=2 võ + 3644 _. 


b) Đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC có tâm I là trung điểm của BC 


=1 [Õ, š ]và bán kính R = 0x 52 +82 _5V2. 


Gọi G là trọng tâm của tam giác MBC, ta có : 
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EI= 8H s @1s|EllÄä Re... 
3 3 6, 


Vậy G chạy trên đường tròn tâm I, bán kính . có phương trình chính 


D _A 
: 5 9) _ 25 
tắc là (x-)) +[y-Š) XI 


Bài 10 . . — 
Cho họ đường thẳng phụ thuộc tham số œ 
(x— 1)cos ơ + (y - 1)sin œ— 4=0. 
a) Tìm tập hợp các điểm của mặt phẳng không thuộc bất cứ đường thằng 
nào của họ. 








b) Chứng minh rằng mọi đường thẳng của họ đều tiếp xúc với một đường 
tròn cố định. ‡ | 
Giải 

a) Điểm (x; y) không thuộc bất cứ đường thẳng nào của họ. 
© (x- 1) cosơ + (y - 1) sinơ - 4 = 0 vô nghiệm với Vư 
© (x- 1) + (y - 1 < 4”. 
Vậy tập hợp các điểm không thuộc bất cứ đường thẳng nào của hạ là sác 
điểm phía trong đường tròn tâm (1; 1), bán kính 4. 
b) Khoảng cách từ một điểm 1(x;; y¡) đến đường thẳng của họ là : 
— ](xị —1)cos œ + (y¡ -1)sind - 4Ì 


Ýcos? œ+ sin? œ 





d 


|&; - Ð ceosơ +(y¡ - 1sina - 4| 
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Xịạ=l1 
yr=l 


4 ụ 
E hoảng cách này không phụ thuộc œ =d=4 


Vậy với mọi œ, đường thẳng luôn tiếp xúc với đường tròn cố định : 
(x- 1)” + (y - 1)” = 4. 
Bài II 





Viết phương trình tiếp tuyến chung ngoài của hai đường tròn 
(C): xÊ+ yˆ—6x+5 =0 
(C;) : x” + yˆ- 12x - 6y + 44 = 0. 


Giải 





Tẹạ 
T¡ 


(i) : (x - 3)” + y = 4 Đ có tâm I;(3; 0), bán kính Rị = 2. 

(Ca) : (x - 6)? + (y - 3)” = 1 = có tâm I;(6; 3), bán kính R;ạ = 1. 

hl› = (6-3)? +3? =3V2 >Rị + R; nên (C¡) và (C;) không cắt nhau 
= (¡), (C¿) có hai tiếp tuyến chung ngoài. 


Giả sử tiếp tuyến chung ngoài có tiếp điểm với (C¡) tại T\, với (Ca) tại Tạ 
và 11 cắt T¡T; tại K. 


Vì LJT¡ // L;T; và IỊT) = 2I¿T; nên I¿ là trung điểm của I)K. 
Từ đó xe = 2xị -XỊ =9 ;YK =2Yyt, -YI =6 
Vậy K(Q; 6). Đường thẳng qua EK có hệ số góc k có phương trình dạng : 
y=k(x- 9)+ 6 =kx-y+6-—-9k =0. 
Đường thẳng này tiếp xúc với (C;) (và do đó cũng tiếp xúc với (C¡)) 
LÊ hi 1esailksilsvRf+l 
khi 


9+ V17 


© 9 -2k + 1)=kP+1 œ©8k”-18k+8=0©k= 5 





Vậy có hai tiếp tuyến chung ngoài là : 


9 +17, 


8 


8< J1 
8 





x-9)+6©>(9+ v17 )x - 8y - 33 -9/17 =0. 





(x-—9)+6©(9- V17)x - 8y - 33 + 9/17 =0. 
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Bài 12 











2 
Cho họ đường tròn (C,„ì: xf + ví - 4mx - 2my + Si m— Ề =0. Chứng 
tỏ rằng khi m thay đổi, (C,,) luỏn tiếp xúc với hai đường thẳng cố định. „ 
: Giải 


Ta tìm tiếp tuyến chung dạng A: y =kx+b«©kx-y+b= 0. 





Vì (Cạ) : (x - 2m)? + (y - mi” = mm + 1) nên (Cmạ) có tâm I(2m; m), bán 


kính R = S2 :Imxl, 


. l2km-m+bL__ /2 
A tiếp xúc với (7m) @ ————=—= | sÃ” lIm+1ll (Œ*) 





Tiếp tuyến cố định là tiếp tuyến A sao cho (*) đúng với Vm. Ta có : 
(*) © (2km - m + b} = sứ + 1iữn + 1 
-© (7k”~ 8k + 1)m? +(8kb - 4b -2k”~ 2)m + 2b -k? - 1 = 0 

7k?-8k+1=0 (1) 

Đẳng thức này xảy ra với mọi m © J8kb - 4b - 2k? -2=0 (2) 
2b?-k?-1=0 ) 

1 
()©k=1l,k= nh 


©e ke 1, thay vào (3) ta được b = +1, thử vào (2) ta thấy chỉ có b = 1 
nghiệm đúng. Vậy ta được tiếp tuyến cố định là : y = x + 1. 


« ke= .: thay vào (3) ta được b = + m thử vào (2) ta thấy chỉ có 
5 nh : : tố S- Ấn  SỆ S40 2<$ 1_ 5 
b=- hà nghiệm đúng. Vậy ta được tiếp tuyến cố định thứ hai là : y = sx ": 
Bài 13 





"Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) : x? + yˆ- 6x + 2y +60 và 
điểm A(1; 3). 

a) Xác định tâm I và bán kính R của đường tròn (C), chứng tổ A nằm 
ngoài đường tròn. 
b) Lập phương trình tiếp tuyến của (C) xuất phát từ điểm A. 
(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC HÀNG HẢI - 2000) 












Giải 


a) Ta có (C): (x- 3)? + (y + 1) =2? 


Do dó (C) có tâm I(3; -1), bán kính R = 2. 
1A : J2? +4? = 9ý5 >2= R, nên A nằm ngoài đường tròn. 
b) Họ đường thăng đi qua A có phương trình dạng : 


A 


Ái: X= l«áx-l1=O hoặc A;:y =k(x- l)+ 3 ©=kx-y-kx+3=0 








I8 — 1l : : 
d(Œ; Ai) = -—=:——= =2 = R, nên x = 1 là một tiếp tuyến của (C) đi qua A. 
v1?+02 
3k+l-k+38 = 
đủ; A„) = S4 Bọ, Lê: =5 @ lks¿5| = vk+l1 
vk? +1 


©k?+4k+4=k?+1l«e©k=- 


về | G 


A¿ tiếp xúc với (C) © k = — --. Vậy ta cé tiếp tuyến thứ hai của (C) đi qua 


Ältwxc xa”, 
4 4 


5 
4 


Bài 14 
Trong mặt phẳng cho hai đường tròn (C¡) và (C;) có phương trình là : 
(C¡):x?+y?-2x-2y-2=0; (C¿):x?+ y?- 8x- 2y + 16 = 0. 
a) Chứng minh rằng (C;) và (C¿) tiếp xúc với nhau. 
b) Viết phương trình các tiếp tuyến của (C;) và (€;). 
(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC TÂY NGUYÊN - KHỔỐI A - 2000) 











Giải 
a) (C¡): (x - 1) + (y - 1)? = 4 = Tâm I\(1; 1), bán kính Rị = 9. 
(¿) : (x - 4) + (y - 1)? = 1 = Tâm I¿(4; 1), bán kính R; = 1. 
Ta thấy Rị + R;¿ = 3 = lìlạ, do đó (C¡) và (C¿) tiếp xúc ngoài với nhau. 
b) Dễ thấy I¡l¿ là đường thẳng y = 1 song song với trục Ox. Tiếp điểm của 
(C¡) và (C¿) nằm trên I¡l; có hoành độ là : x = 1 + 2 = 3. Tiếp tuyến chung 
tại điểm này vuông góc với l;lạ nên có phương trình là x = 3. 
Giả sử A là một tiếp tuyến chung ngoài của (C¡) và (C;). Gọi A là giao 
điểm của A và I;I;. Khi đó dễ thấy : 
Ah V =2— Al¡ị =2AI¿ = AI; = 21/lạ = 6 = A(7; 1) 
AI, Rạ 
Vì tiếp tuyến qua A không song song với trục tung nên có phương trình 
dạng : A: y = k(x- 7)+ 1‹©©kx-y- 7k+l=0 
Đường thẳng này là tiếp tuyến chung : d(;; A) = Rị 
_@ ôm CHẾ hien, =2œ |3k|=vdk?+1l©k=+ 


1 
vk?+l 2/2 
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¬.` 


2 


| 


Từ đó (C¡) và (C;) có ba tiếp tuyến chung ngoài là : y = + 


KSn 


2 
Vậy (C;¡) và (C;) có ba tiếp tuyến chung. 
Bài lỗ 





x+ay-a=(0 


x°+ty?-x=0 





Cho hệ phương trình : | 


a) Tìm tất cả các giá trị của a để hệ phương trình có hai nghiệm phân 
biệt. 
b) Gọi (xi; y); (Xx¿; ya) là các nghiệm của hệ đã cho, chứng mình: rắng 
(X; — Xu)” + (ys — vì) < 1. 
_ (ĐỂ THỊ ĐẠI HỌC THƯƠNG: MAI - 2000) 





Giải 
.a) A:x+ay-a =0 là phương trình của đường thẳng; 

IỆ 1 1 
x*+y°-x=0ce© [: -ä] +y?= P) là đường tròn tâm 1C; 0), bán kính 


ch: 
2 


Đường thẳng cắt đường tròn tại hai điểm phân biệt © d(I; A) <R 








= —‹<;=| 83) ¿ L4AŸY:ca 8aP5 2g <0ea0e@S 
vdi+a? 2 2 4 3 


b) Giả sử A(xi; vị), B(x;; y¿) thì AB là một dây cung của đường tròn bán kính 
Ea. 
s; do đó : AB = <1 


vŒ¿ -xị)Ÿ +ÍY¿ TY 


hay (x;-— xi)” + (ys — yy)Ê <1 


t2/— 


n : h 4 b : 1 
Dấu "=” xảy ra © AB di qua tâm của đường tròn © 5 -=a=0Ũ€Œ=©a= 


D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỀ LUYỆN TẬP 
01. Viết phương trình đường tròn đi qua điểm A(1; 2) và tiếp xúc sới đường 
thẳng A : 3x - 4y + 2 = 0 tại điểm B(-2; -1). 

ĐS: (x + 11)” + (y - 11)? = 225. 


02. Tìm độ dài dây cung xác định bởi đường thẳng A : 4x + 3y —-8 =0 và 
đường tròn tâm I(2; 1), có một tiếp tuyến A' có phương trình 5x - 12⁄y + lỗ = 0. 
8 


ĐS: -. 
5 
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03. Viết phương trình đường tròn đi qua gốc tọa độ và tiếp xúc với hai đường 
thẳng d;:4x+y-4=0; dạ:4x-y+12=0. 


2-51 


ĐS: xvy +2k+ Ty =0 xièy t9xe =0. 


2+ V51 
lế 
04. Cho họ đường cong (C„) có phương trình : 

m(x + y”) - 2(2m + 1)x + 2y + 2m + 1=0,meR. 


a) Chứng minh rằng họ (C,,) có một đường thẳng duy nhất và với mọi m 
khác đều là đườ: z tròn. 


b) Trường hợp (Cự) là đường tròn, tìm tập hợp tâm của nó. 


ĐS: a) Cụ là đường thẳng với m #0, C„, có tâm (mm, Ä) h 
l 1 1n 
l5. 9 
bán tiên V2m +ảm+2. 
ml 


b) x+y- 2 =0 (trừ điểm (2; 0)). 
05. Cho họ đường tròn xŸ + y? - 2mx - 2(m + 1)y + 2m - 1 =0. 


a) Chứng minh rằng khi m thay đổi, họ đường tròn luôn đi qua hai điểm 
cố định. 


b) Chứng minh rằng với mọi m, họ đường tròn luôn cắt trục tung tại hai 
điểm phân biệt. 

(ĐỀ THỊ ĐH NGOẠI THƯƠNG - 1999) 

ĐS: a)(1;0), (—1; 2); b) (0;m + 1 +vVm2+9). 

06. Cho hai đường tròn (C\) : x? + y”- 4x + 2y -4=0; 
(C;) : x” + yˆ -10x - 6y +30 = 0 
có tâm lần lượt là I và J. 

a) Chứng minh rằng (C;¡), (C;) tiếp xúc ngoài với nhau. Tìm tọa độ tiếp 
điểm H. 

b) Gọi d là tiếp tuyến chung không đi qua H của (C;) và (C;). Tìm tọa độ 
giao điểm K của d và IJ. Viết phương trình đường tròn qua E, tiếp xúc với 
hai đường tròn (C;), (Cs) tại H. 

ĐỀ THỊ ĐHQG - TPHCM - KHỐI A, 1999 
2 2 N 
ĐS:H (:z) ; K{1;11) xỸ + ve = 36. 
5”5 5 5 
07. Cho đường tròn : x” + y” - 2x - 6y + 6 = 0 và điểm M (2; 4). 

a) Viết phương trình đường thẳng đi qua M, cắt đường tròn tại hai điểm 

A, B sao cho M là trung điểm của đoạn AB. 
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b) Viết phương trình tiêp :uyến với đường tròn có hệ số góc k = -1. 
(ĐỀ THỊ ĐI TÀI CHÍNH KẾ TOÁN HÀ NỘI - 1997) 

ĐS:a)x+y-6=0; bly-<-x+4+2V2. 
08. Lập phương trình đường tròn nội tiếp trong tam giác có các cạnh lần 
lượt nằm trên ba đường thàng 3x - ‡y - 35 =0,x- 1=0,3x + 4y - 35 = 0. 

ĐS : (x - 5) + y” = 16. 
09. Cho hai đường tròn (C;': x” + yˆ - 2x- 2y +1= 0; 

(Cs! :x” + yŸ - 12x -12y +36 = 0. 


a) Chứng minh rằng (C.) và (C;) nằm ngoài nhau. Tìm khoảng cách ngắn 
nhất và dài nhất nối một điểm của (C¡) với một điểm của (C¿). 


b) Cho 4 số thực a, b,c, dthỏa mãn a°+bf+1=2(a+b) 


và - cœf+d ˆ+36=12(ce+ d). 





Chứng minh bất đẳng thức sau : SJD -7« va -c)? +(Œồứ~d)” <5V9 +7. 
ĐS:a) 5/2 -—7 ; 5v2 +1. 
10..Cho hai đường thẳng d: 2mx -(m + 1)y + 1- 3m =0 
đ' : (3m + 1)x +(m- 1)y + 2- 6m = 0. 
a) Chứng minh d và ở' luôn cắt nhau. 


b) Chứng minh rằng giao điểm d và d ở trên một đường tròn cố định. 
Tìm phương trình đường tròn đó. 


ĐS :b)x”+yˆ°-x- 3y =0 
11. Cho họ đường tròn (C„) : x” + y” - 2mx + 2my + 2m2 - 1= 0, 


Chứng tỏ rằng (C„) luôn tiếp xúc với hai đường thẳng cố định. Viết 
phương trình hai đường thẳng đó. : 


ĐS:x+ y + /2= 0. , 
12. Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) : (x2 + y”)cosœ - 3x ~ 4eosơ = 0 
và đường thẳng (d) : 3xsinœ - B5ycosơ + 8sinœcosơ = 0, œ e (0; 2n). 
a) Tìm tọa độ giao điểm M;, M¿ của (C) và (d). 
b) Tìm quỹ tích của M; và M¡. 
c) Chứng tỏ phương tích #%(@ không phụ thuộc vào œ. 


ĐS: a) M¡(-coso; sinơ), M;(4cosơ; 4sing). 


2 v2 - ;O/_ _ _ 
b)x“+y “=1. € ⁄œ= 4. 
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Chuyên đề 4 : ELIP 


A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 















1. CÁC DẠNG PHƯƠNG TRÌNH CHÍNH TẮC 


—— 





2 2 2 
X y b‹ 
Phương trình —ằễ=+ + =l,a>b —+>—=1,a«b 
2 bỀ 2 2 
Ũ a a 
chính tắc IS 
c= va? -bŸ c= vbÊ-aˆ 
































Trục lớa Ox; 2a Oy; 2b 
Trục nhỏ Oy; 2b Ox; 2a 
| Tiêu điểm Re 0); Fs(c; 0) F;(0; — e); F¿(0; c) 
Tiêu cụ EFì F; = 2c FịEa = 6 
le 
Ta . N . 
£ Ầ cj *= — ='— 
âm sa ° b 










. a a b b 
Đường ›huẩn AiiX=-—; Â¿:X=—. Ai:Y=-—-;Â¿:Yy=— 
e e e e 





——— 


Tính ckất điểm 
thuộc: eip (E) 





Me (E) © ME) + ME; = 2a M e (E) © MF) + ME; = 2b 


















Bán kh ' FM =a+@X; RẠM =b+ eX; 
qua tiiêi điểm : 


(MŒx;, y.€ (E) F,M =a-€©X RạM =b-ex 
2. TIẾP TUYẾN CỦA ELIP 
Tiếp yến với elip (E) tại (xo; yo) e (E) là _ + lề. =Ï› 
` l a 
e«_ 1Điu kiện để đường thẳng Ax + By + C = 0 tiếp xúc với (E) là : 
A?a? + B”b° = C”. 
3. DIỆ:NTÍCH ELIP 
S=rab. 
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B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấn đề 1 : XÁC 2INH CÁC YẾU Tố CỦA ELIP 
A. PHƯƠNG PHÁP 





Nếu elip cho dưới dạng chịnh tắc thì áp dụng các công thức định nghĩa. 
Nếu elip chưa cho dưới dạng chính tắc thì trước hết đưa về dạng chính tắc 
và sau đó tiếp tục xác đình các yếu tố. 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 1 


Cho elip : 5x” + y” = 5. Hãy tính độ dài trục lớn, trục nhỏ, tọa độ tiêu 
















điểm, tâm sai và viết phương trình các đường chuẩn của elip. 





Giải 
: về 2 
bx a3 ?=B@ TS T1 

1 5 
a2=l—=a=l=2a=2 
b=5= v5 =2b= 2x5. 
Vì a<b nên elip có trục lớn nằm trên Oy, hai tiêu điêm FF¿ nằm trên Oy. 


c= vb?-a7 =a/ñ =1 =8 


Tọa độ các tiêu điểm là Fj(0; -2), F¿(0; 2). 


c 
Tâm sai của elip :e= — =—==—— 
: b v5 ð 
: " ¬.... b B ỗ 
Phương trình đường chuẩn củaelip:  A,:y=-—= = § As= š 
€ 


Vấn đề 2 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH CỦA ELIP 
A. PHƯƠNG PHÁP 











Để lập phương trình chính tắc của elip ta cần tìm các hệ số a và b: Trong 
một số trường hợp cần thực hiện các phép tịnh tiến, quay mới đưa được 
phương trình elip về đạng chính tắc. 
B. VÍ DỤ 

Ví dụ 2 

Lập phương trình chính tắc của elip đi qua điểm M(1; 1) và có tân sai 
e= kẻ X 

5 

















Giải 


x 


2 
Nếu trục elip nằm trên Ox thì phương trình elip có dạng : —— + Ăn =1, 


® 
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e =a -bÙ? 


TPltdu giả đhilu ta cỗ 6 SẺ sư Sổ sec 
5 a 5 
Elip đi qua điểm MU; 1) nên : = so Í 
a bˆ 
'Vậy ta có : 
2 
9 2_ đa s_ 41 
N2 -($) 16a? -25b? =0 a2 =Í. bể mm 
1 1 TP MP ¿ bể — a°p” = 5 2 s. s41. 
số be” côn Ý = 41a? = 25a”b? bˆ=— 
a? b 25 


39 v2 
Vậy phương trình của elip là tn tên =1© 16x? + 25y” = 41. 


16 25 
Nếu trục lớn của elip nằm trên Oy thì ta có một elip khác thỏa mãn bài 
toán là 25x? + 16y” = 41. 


Vấn đề 3 : TÌM ĐIỂM TRÊN ELIP 
A. PHƯƠNG PHÁP 






Sử dụng công thức tính bán kính qua tiêu điểm, các hệ thức lượng trong 
tam giác. Có trường hợp điểm cần tìm là giao điểm của elip với miôt đường 
khác. 





B. VÍ DỤ 


Vị dụ 8 





2 
Tìm những điểm trên elip (E) : n + y? =1, 


a) Có bán kính qua tiêu điểm này bằng ba lần bán kính qua tiêu điểm kìa. 
b) Nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông. 


=1 


Giải 
Eli› (E) có a=3,b=1,e= V9-1= 9/2. 


Tâm sai e = 22. 
3 
Vì a > b nên hai tiêu điểm của elip là F\ = (-243: 0), Fạy = (22; 0). 
a) Gọi M là điểm cần tìm thì F,M z3F¿M hoặc Ê,M =3F,M 
© (ŒM - 3F¿M) (FzM - 3F)M) = 0 
© 10.FẠM. FạM - 3(Œ¡M? + F;M?) = 0 
© 16F)M. F¿M - 3[Œ)M + F;M)? - 2F,M. F;M] = 0 
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© 16FẠM. F;M - 3(F,M +F;M) = 
© 16F\,M: F;M - 3.(2a)° = 0 © 4FM.F;M = 


© 4(a + exu)(a — eXM) = 3a? 


: | > 
S đHỂ © Áe Su = Bá” cc xu CỔ. c xuổn Suy LÔẾỢ, 
: 
: X 9 23 446 
Me(F) S1. TộL =8 ——= hi SIM 
Hà 2 8+ 85 B2 
Vậy có bốn điểm thỏa mãn bài toán là : tố: + đã) [-S”: + .] 


b) Những điểm nhìn hai tiêu điểm F), F¿ dưới một góc vuông nằm trên 
đường tròn tâm O, bán kính c = 2V2, có phương trình là xŸ + y° = 8. 
Do đó những điểm cần tìm có tọa độ là nghiệm của hệ : 


x? bì XÃ. Xi UY E Mc 

ạ 1y nh 8 c 4 
1 

x?+y?=8 ng y + 


Vậy có bốn điểm thỏa mãn bài toán là 


¿ "4 4 


Vấn đề 4 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN CỦA ELIP 
A. PHƯƠNG PHÁP 












Sử dụng công thức viết phương trình tiếp tuyến với elip tại một điểm 
nằm trên elip; sử dụng điều kiện để một đường thẳng tiếp xúc với một elip; 
sử dụng điều kiện tổng quát để hai đường cong tiếp xúc với nhau. 


B. VÍ DỤ 
Vị dụ 4 






Lập phương trình tiếp tuyến chung của hai elip : 


Giải 


Ta tìm tiếp tuyến đạng : y = kx + c © kx - y + c= 0. 
Vì đường thẳng này tiếp xúc với hai elip nói trên, nên theo điều hiện để 
một đường thẳng tiếp xúc với một elip, ta có : 


25k? + 16 = c? Si =1 SN =#l 
16k2 + 26 =c? ? =4] |e=‡v41'` 
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Vậy có bốn tiếp tuyến chung là :y= +x+V41; y= #x-V41. 

'Vì hai elip chỉ có tối đa bốn tiếp tuyến chung, do vậy không có các tiếp 
tuyến song song với trục tung, tức là tất cả chỉ có bốn tiếp tuyến chung đã 
chỉ ra. 


C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 
Bài 1 













Trong mặt phẳng tọa độ cho hai elip có phương trình : 
2 3 SN 
HIẾP, y“=l, —+ Ko 
16 
a) Viết phương trình đường tròn đi qua các giao điểm của hai elip. 
b) Viết phương trình các tiếp tuyến chung của hai elip. 


Giải 
a) Tọa độ của giao điểm của hai elip là nghiệm của hệ : 
2 
X 3 s 432 
—)2 si ÝP 
1B” B5 _ ;. z_ 460 
= —=X +Y =—. 
'x? y? ; 28 B5 
| —+ “—= Y =— 
(94 S5 
Vậy đường tròn đi qua các giao điểm của hai elip có phương trình : 
z2 _ 92 
xế+yˆ= —. 
MT: 


: 2 
b) Đường thẳng Ax + By +C = 0 tiếp xúc với elip ẾT: +y =1 


2 2 


= 16A? + BÊ - C3, tiếp xúc với elip n + m =1 9A? +4B? = C? 
ồ 
2 2 
: 16A?+B*=@2  |À =rzC 
Suy ra A, B, C là nghiệm của hệ : & =© ÝỚ: 
: 9A °+4B?=CŒ? |nz_ ÝQ2 
5 


Chọn C z V55= A?=3,B=7=A=+v3, B=+V7. 
Vậy có 4 tiếp tuyến chung của hai elip là : 
V3x + 7y + V55 = 0; -X3x + V7y + V55 = 0. 


Bài 2 


š x? y? : 
Cho elip (E): —+ ——=l. 
„ho elip (E) sa 








Ký hiệu A(-3; 0), B(3; 0), M(-3; a), N (3; b), trong đó a, b là hai số thay đổi. 
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a) Xác định tọa độ giao điểm I của các đường thẳng AN và BM. 

b) Chứng tỏ rằng để đường thẳng MN tiếp xúc với elip (E) cần và đủi là 
ab = 4. 

©) Với a, b thay đổi sao'cho MN luôn tiếp xúc với (E), hãy tìm quỹ ttích 
của điểm I. 
Giải 


a) AN: =—— œbx-6y+3b=0 _ 











BWI TS? v2 © ax + 6y - 3a = 0 
-3-3 a-0 
3 ` bx - 6y = -3b 
Giao điểm AN và BM có tọa độ là nghiệm của hệ HE. 
si ax*,6y = 3a 


D=6(a+b), D,=18(a-b), Đy=6ab. 





° a+b + 0: giao điểm I của AN và BN là 1 (#8—, =ử } 
a+b a+b 


se a+b=0,ab z 0: AN không cắt BM. 
e a+b=0,ab=0«đẰ©a=b=0:AN=BM=zAB. 
x+3 vyv-a 
3+3 bị-a 
Điều kiện cần và đủ để MN tiếp xúc với elip là : 
9Œ - a)” + 4(-6)” = 3” (a + bj}Ÿ 
© 9(a? - 2ab + b?) + 144 = 9(a? + 2ab+b?) œ© ab= 4. 
c) MN tiếp xúc với elip thì ab = 4 = a +b z 0 và ab z 0 
Thay ab = 4 vào tọa độ của I, ta được : 
xe 3a-Ð) „2 „ 9(aŸ - 2ab + bŸ) 


b) MN: 





© (b -a)x - 6y + 3(a + b)= 0 











I: a+b = (a+b)? 
- 4 
7 a+b J“a+b 
9 2) _ 2 
cài si œ 9(a + 2ab + b”) 36ab _o_ <=s-s[——] 
(a+b)? (a+b) a+b 
2 2 
?=9-qy? oi c TẾT VI 
=x yˆ© S + n 





2 
Vì tung độ của l : y = = 0 nên quỹ tích của I là elip ty) =1tưừ 
__ 8+ 


hai giao điểm của elip này với trục hoành (tức là trừ hai điểm (3; 0) và 
(8; 0)). 
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+ 


Cho elip có phương trình Z THUẾ =1. Viết phương trình các cạnh của 


3 
hìmh vuông ngoại tiếp elip (tức các cạnh của hình vuông đều tiếp xúc với 
elip). 





Giải 
Giả sử Ax + By + C =0 và Ax + By + C' = O0 là hai cạnh song song của 
hình vuông. Do các cạnh này tiếp xúc với elip nên : 
tt +3B? =C? 


In SE” = C? = C? nhưng vì C # C' nên C' = -C. 
+ = 


Vậy một cặp cạnh song của hình vuông có dạng : 
dị, dạ: Ax + By +C=0, 6A?+ 3B? = C2 () 
Tương tự, cặp cạnh song song thứ hai của hình vuông vuông góc với cặp 
nói trên nên có dạng 
Au Az:Bx-Ay+D=0, 6B7+3A?=D” (2) 
Vì gốc tọa độ O là tâm của hình vuông nên khoảng cách từ các cạnh đến 
O bằng nhau = lCI = IDI. 


6A? +3B? = C? : 
Từ (1) và (2): TẾ TỰ mÀ?=B? << =ICI=3|AI 
3A? +6Bˆ? =C? 9 
Vậy các cặp cạnh song song của hình vuông là : 
Ax+ Ay + 3IlAI=0; Ax- Ay + 3IlAI =0. 
Chọn A = 1, ta được các cạnh của hình vuông là : 
x+y‡+3=0; x¬y ‡+3=0. 
Bài 4 
2 
Cho elip (E) có phương trình n + vn =1 và đường thẳng A có phương 
trình 3x + 4y + 24 = 0. 


a) Tìm điểm M trên elip có khoảng cách nhỏ nhất và lớn nhất đến đường 
thẳng A. 


b) Chứng minh rằng tại những M tìm được ở a) đều có tiếp tuyến song 
song Với A. 





Giải 
k2 gại 
a) Gọi MŒxọ; yọ) là một điểm thuộc (BE). Ta có : ¬” te seÏÍ, 


I3xạ +4yo +24 l 
5 : 


Khoảng cách từ M đến A là : d= 


pn¬ 


Theo bất đẳng thức ng hôn 





|3xọ + 4y l = = 3 


145 <3x¿ + 4yo< V145 = 94- Ko < đxo + 4yo + 24 < 24 + V145 





Vì 24 - v145 > 0 nên mind = Cá HE và = , đạt Ñược khi 
Xụ _Ÿo sư - 27145 
J27 16 =Mi= TT - 
3xạ +4yạ = -V145 TT ma he, 
145 
Đo v..- 27/145 
_ L h t ưng ‹ 0... 
maxd = 22? 145 at được khi 417 16 = Mạ: 145 
š s † 145- 
3xạ +4yg = V145 =.=== 
07 0 To 145 
b) Tiếp tuyến với (E) tại M@; yạ) có phương trình 
`: 2 2 : 2 
Si boy Thy nên có hệ số góc là TC 
a b a“ Yo Ÿo a“ ÿYo 


M2200 00-8226 00) 


Tại M; và M;¿, ta đều có hệ số củ của tiếp tuyến là m.. sa” Ta: 


Vì có hệ số góc bằng nhau.nên các tiếp tuyến tại M¡ và M; song son:g với A. 
Bài ð 


v =1l,a>b>0._ - 


Cho clip E “+ 
— NẾ 






a) Gọi E là điểm tùy ý của elip. Chứng minh b < OE < a. 
b) Gọi A, B là hai điểm thuộc elip sao cho OA 1 OB. Xác định vị trí A, B 
trên elip để tam giác OAB có diện tích lớn nhất, nhỏ nhất. Tìm giá trị lớn 
nhất, nhỏ nhất đó. 


(ĐỀ THỊ ĐH XÂY DỰNG - 1996) 





Giải 


a) Xét điểm EŒx; y) tùy ý thuộc elip, ta có : 


x2 - y? bxX ¿2s 2 Kế a2 „  |x? 7 
=b s”. tt s3 =OE < 'Ñ o9" =8 =-† <8. 
a b a“ b A“ 9) 


Vậy b < OE <a. 
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b) Nấu OA nằm trên một trục thì OB nằm trên trục kia. Trường hợp này 
ĐOAvB = =. Trường hợp OA không nằm trên trục nào, giả sử OA có phương 


trình y = kx, k z# 0. Thì OB có phương trình y = __A 


Giả sử A(xo; kxạ). Khi đó : OA? = x¿Š + Vo = Xe (1 + kŸ) 





2 2x2 
Xg .*. N” 2 a“b 
` SĨ cv Ku” So se 
Pa bŸ b bỀ + k?a? 
2 2 
Từ đó OA?= a”bˆq+ k?) 
bˆ+k“u” 


"Tương tự, giả sử B[xi ;- mi) ta có 


?b°ÍI : 
OB?-= : “ wề = a?b?( + k2) 
b + a + 
k? 
3 a?#b“(1+ k2) Đ2 
4 (bˆ +k?a?)(a? + k?b) 
ST a“bl+kˆ 1 a*b° 


_ 4 a?b?(1+kÊ)? +(a? -b?)k? = 4 2b2 


Vậy (SAnc)” = 








Từ đó max SAnc = s ,khi OA, OB nằm trên hai trục toạ độ. 





2x2 
min SApc = , ¬ khi k = +†, tức khi OA, OB nằm trên hai đường 
a“+ 
phân giác của các góc tọa độ. 
Bài 6 


x? y? 
Biết rằng elip (E): ——+ vi = 1nhận các đường thẳng 3x - 2y - 20 = 0 và 


x+6y—- 20 = 0 làm ` tuyến. Hãy viết phương trình của elip. 





Giải ` ^ỏ 
Đường thẳng 3x - 2y - 20 = 0 tiếp xúc với elip = 9a? + 4b? = 400 
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Đường thẳng x + 6y - 20 = 0 tiếp xúc với elip = a? + 36b? = 400 
9a? +4b2? =400 la? =40 
G 2 2 &S 2 
a“ +3836b“ = 400 b“ =10 
F¿ 
10 
Bài 7 † 


Vậy ` trình elip là : 









2 2 
a) Một đường kính bất kỳ của elip (E) :“_ + “ = Lcắt elip tại M và N. 
a 
Chứng minh các tiếp tuyến với elip tại M và N song song với nhau. 
b) Tìm mối quan hệ giữa a, b, k, m để (E) tiếp xúc với đường thẳng : 
y=kx+m. 





Giải 
a) Đường kính bất kỳ của elip cắt elip tại hai điểm đối xứng MG%; yo) và 
N(—xạ; -yo). Phương trình tiếp tuyến tại M và N lần lượt là : 


XọoX Yoỳy 
c6 si xi by 1. 
a1 b? n" 
XọoX Yoÿ .79. 

=.. 2. oi y=-1. 
a? b? “u Tp 


Vậy hai tiếp tuyến song song với nhau. 
b) )L05201)29đ7 014 190) 


A tiếp xúc với slip —; Ki =1 ©a®k?+b? = mỶ, 


Bài 8 






x? y? 
Cho elip (E) : —- + Âm =1,a>b>0. A là một tiếp tuyến với elip cắt các 
a? 


đường thẳng x = a và x = --a lần lượt tại M và N. Xác định A sao cho tam giác 
EFMN có diện tích nhỏ nhất, trong đó F là một trong hai tiêu điểm của elip. 








Giải 
Giả sử A tiếp xúc với (E) tại (xạ; yọ). Khi đó; 
XọoX Yoy ÄXọ To 
tì — + TT=l; —zẽ*Sc=l 
a? b? a” bể 
: a Vay bỀa-x 
Đường thẳng x = a cắt A tại ÀL = rã — =l ĐVYM =— 5 
a b yo 8 
HỆ Tgừc "án®  VYQŸN b2 a+xXo 
Đường thẳn+r y = -a cẮt + ti N ý cm + TS h=lSYNE=— 
8” bˆ Ÿọ a 
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Giiả sử a = +c. Khi đó một trong hai tiêu điểm của (E) là F(œ, 0). Ta có : 
cá, 2 Say 2 
EM -[s=ø cÍ-#Ì) rNx[a-s b T!#) 
To\  â Yọ a 
TM TTN z2, bể Xọ” 2 2 2 
=> FM.EFN = -(a“ -œ dc | nc ae °WN si Lá4cg =Ú 
Ÿo a 


= tam giác FMN vuông tại F 
ẩn € 2FMEFN 


1 b?(, xeÌ\ bề ( : 
== (a -œ)? 'I -*) (a + œ)” + —Â) 
2 Yo a Ÿo a 


Theo bất đẳng thức Bunhiacôpski 





: ; 
_ ÑEMN È la +aXa - dì 25. (:-#}3{+Ð$ = 
ŸYo 8 j Yọ a 
= 1 2 B2 „Đọc _ Xe” b? 
2 v a? 





Dấu đẳng thức xảy ra © —=.ẽ.=. 
a+0 a+*%o 





© % = qc. 


Vậy minSgMN ©> Xo = ‡€, Yọ = kh . Trường hợp này A có phương trình là : 


CX_.Y 
=1 


=1 cong áo sŠs 0 a6u boot 
a a : 


-“¿~lcœ +ay + a? = 0 nếu Ft(-c; 0). \ 
a 












- 
Cho elip X_xy?z 1, điểm A(-2; 0) và điểm M chạy trên elip. Gọi H là 
4: 


hình chiếu của M lên trục Oy. Giả sử AH cắt OM tại P. Chứng minh rằng 
khi M chạy trên elip thì P chạy trên một đường cong (C) cố định. Tìm đường 
cong (€). 

(ĐỀ THỊ HV QUAN HỆ QUỐC TẾ - 1997) 


Giải 


_Giả sử CM có phương trình x = ky. Tung độ của M là nghiệm của phương 





22 
trình SỰ yên uy y2 = y=‡i—. 
4 2 2 
kế+4 kˆ+4 
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( 2 
Vậy : "Án + : 








k?+4 
Phương trình của AH là : Ta... vk?+4 
0+2 + -0 
k* +ỡ 


Từ đó tọa độ của P : 


x=ky fy 
P: ==—1yjX  tầy” < #(x+ð)<ssy =ex+1, 
x+2=+z+yVk? +4 


Trường hơn XI nàm trên trục Oy thì M=zH, do đó AH cắt OM tại M. Suy 
ra P=M(0: *1), cùng thuộc parabol yŸ = x + 1. 

Vậy khi M chạy trên (E) thì P chạy trên đường cong (C) : y = x + 1. 
Bài 10 





2 2 
Cho elip (E): “+ =1,a>b >0. Hình chữ nhật (Q) gọi là hình chữ 


a 
nhật ngoại tiếp (E) nếu mỗi cạnh của (Q) đều tiếp xúc với (E). Hãy xác định 
hình chữ nhật ngoại tiếp (E). 
_a) Có diện tích nhỏ nhất. b) Có diện tích lớn nhất. 
. Giải 
Vì hai cạnh liên tiếp của hình chữ nhật vuông góc với nhau nên chúng có 
phương trình Ax + By + C = 0; Bx - Ay + C' =0, ta có thể chọn để : 
A?+B?=1,C>0,C >0. 
Vì các cạnh này tiếp xúc với elip nên a?A? + b?B? =C?; a?Bˆ + bỶA? = C? 
Khoảng cách từ O đến hai cạnh nói trên là : 
LCI ˆ e: IC'I 
VAT LH VBIA 
` Vì O cũng là tâm của hình chữ nhật ngoại tiếp nên diện tích S của hình 
chữ nhật là : S = 4.OH.OK = 4CC'. 
Đặt T = S”. Ta có: TT = 16C?C” = 16(a”A” + b”B?) (a”B” + b”A”) 
16[(a“ + b') A“B + (A? + B')ab” 
16[(a* + b*)A?B? + ((A? + B?)? - 2A?B?)a”b?] 
16[(a' + b')A?B” + (1 - 2A“B”)a”b?] 
T = 16[(a? - b?)?A?B? + a?b”]. 


A?+BÌ 
2 






c 








OH= C 


Suyra  16a”b<T < 16[(a”- B9 + a?b”] 


= 16a?b? < T < 4[(a?- b2)? + 4a”b”] 
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= 16a?b“ <TT < 4(a + b?)Ÿ — 4ab < S < 9(aˆ + bỶ). 
Vậy mịn S = 4ab khi A = 0 hoặc B = 0, tức là hình chữ nhật có các cạnh 
song Song với các trục :x= +a; y= ‡+b. 








2 z2 
max 8 = 2(a? + b?) khi A”.BẺ = 2#] 
"- 1 2. v2 
© Aˆ=Bˆ- 5 2 SÐ0 8 ^ ` ; , phương trình các cạnh của hình chữ 
nhật là : 
1 1 la?+b2? _ SE 1 
5 = = = ÏẤJ 1 Ốn AX EP + = QC, 
TP TY CỤ : 0::xryx+Vva +b 0; 
1 1 la? + bề 





Tin, lố UẾ : =0«+x-y+ va? +b# =0 
Chú ý : max S © hình chữ nhật ngoại tiếp là hình uuông. 
Bài 11 
Trong mặt phẳng cho elip (E) : XÃ + bể =1 | 
| 85 TẾ”. 

a) Tìm mối quan hệ giữa k và m để đường thẳng d : y = kx + m, tiếp xúc 
với elip (E). ' _ 

b) Khi d là tiếp tuyến của elip (E), gọi giao điểm của d với đường thẳng 
x=ð và x= -ỗ là M vàN. Tính điện tích tam giác FMN theo k, trong đó F 
là tiêu điểm của (E) với hoành độ dương. 

e) Xác định K để tam giác PFMN có diện tích nhỏ nhất. 

(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC THÁI NGUYÊN - 2000) 
: : | Giải 
a) d:kx-y+m=0; 

d tiếp xúc với elip © k”.25 +(-1).16=m^ «+ mˆ- 25k” = 16. 

b) Gọi M là giao điểm của d và x = 5 thì M(; 5k + m), N là giao điểm của d 
và x = -5 thì N(-5; -5k + m). Tiêu điểm có hoành độ dương của elip là 
F(3; 0). Ta có : 


PM =(2; 5k + m), KN =(-8;m ~ Bk) 


Vì FM.EN = -16 + mẺ - 25k? = 0 (do a)), nên tam giác FMN vuông tại 
F. Từ đó : 
SPMN = 5 rhir = š 4+ (5k + m)? v64 +(m-— 5k)? . 
| | : 
ce) Áp: dụng bất đẳng thức Bunhiacôpski, ta có : 
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Biokt sI28 +im+85kŸm = BRYI sú6 + m° - 25k?) 


= sú6 + 16) = 16. 


Đẳng thức xảy ra khi : = = = _ © 25k = - 3m 


Kết hợp với mÊ - 25k? = 16, ta được k = + ễ: 





Vậy k= + : thì Spun nhỏ nhất. (Xem và so sánh với Bài 8) 


Ð— svỀ 
a) Cho elip c + vn =1. Chứng minh rằng tích các khoảng cách từ các 











tiêu điểm của elip tới một tiếp tuyến bất kỳ của nó là một hằng số. 
b) Viết phương trình đường tròn đi qua các giao điểm của elip đã cho với 


2 
ẩ x 3 

elip — + =:1. 
1p 16 ỳ 


(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC NÔNG NGHIỆP I, KHỐI B, 2000) 
Giải 

a) Hai tiêu điểm của elip là F;(- v5 ; 0) và Fa(V5;0). - 
Tiếp tuyến với elip tại điểm (xạ; yọ) bất kỳ thuộc elip có phương trình là : 


Xọ YTọ 























A: St. 779 -1@ “0 x+0yT-1=0 
9 9 4 
45 45 
K. MEN +#-NMAY 
Từ đó : d(F¡; A)= = ——=——— 
§ x2 9 2 2 
3o „ Yo 3o „70 
92 42 g2 42 
v5 
9 
dŒ;; A)= 
XỆ Yệ 
9` 4? 
Suy ra : d(F;; A).dŒ;; A)= ————s 
3o ,70 
g..d 
x2? y vị x2 
Vì đ2+ 2 =1 © TT-=1—-.ˆ, thay vào biểu thức tìm được và rút gọn ta 


có : d(F\; A).d(F¿; A) = 4 không đổi. 
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b) Tọa độ các giao điểm của hai elip là nghiệm của hệ : 


2 2 
K` ` 
KT s 4x? +9y? =36 = 5x? +25y? =52 Ísx? + 25y? = 52 

ổ => 
k.Äi +WŸ>1 x? +16y? =16 3x? - 7y? = 20 le -14y? = 40 
16 

2 2 2 2 9 
= 11x” + llyˆ= 92 >x“Ý+y BE Ti 


Vậy 4 giao điểm của hai elip nằm trên đường tròn xŸ + yŸ = Tả nói cách 


khác trên đường tròn đi qua các giao điểm của hai elip có phương trình là : 
92 


2 2 
X + = š 
ụ 11 


D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 
01. Lập phương trình chính tắc của elip trong các trường hợp sau : 
a) Có bốn đỉnh A;(-6; 0), Az(6; 0), B;(0; -3), B;(0; 3). 


b) Gó tâm sai e = ÝỔ' và độ đài nửa trụ lớn là 3 
c) Có tiêu cự 2c = 5, tâm sai e = s: 

2 
ĐS: a) Ý_+Ÿ_ =1. b)“ + =1 hoặc s'g*t: 


dị =1 hoặc 


09. Trong raặt phẳng Oxy cho elip (E) : x? + 4y? = 4 và hai điểm M(-2; m), 
N2; n). 

a) Gọi A¡, A; là các đỉnh của elip trên trục lớn. Hãy viết phương trình các 
đường thẳng A¡N và A;M. Tìm giao điểm của chúng. 

b) Cho MN thay đổi sao cho nó luôn tiếp xúc với (E). Tìm quỹ tích trung 
điểm I của đoạn MN. 

ns :a) hang — 


xi 
. b) —+4y? =1. 
m+n m+n 4 


03. Cho elip (E) : Sa = 1và hai đường thẳng d : ax - by = 0, d' : ax + by = 0, 
a?+b?>0. 

a) Xác định giao điểm M, N của d với (E), giao điểm P, Q của d' với (E). 

b) Tính theo a, b diện tích tứ giác MPNG. 

©_ Tìm điều kiện a, b để diện tích ấy lớn nhất. 

'ở) Tìm điều kiện a, b để diện tích ấy nhỏ nhất. 


T7 














+6b +6a +6b +6a 
ĐS : a) : ; : = 
v9a? +4b? doa? +4b? v9a? +4b? v9a? +4b? 
2 t2 . 
b)A 2A +9) @HbeØ: — dylaÏsfBL 
V9a? + 4b? 4a” + 9b? 
2 2 
04. Cho elip (E) có phương trình Em + xì =1. Một đường thẳng tiếp xúc với 


(E) tại M cắt hai trục tọa độ tại A và B. Xác định các vị trí của M để diện 
tích tam giác OAB nhỏ nhất 
8: (-ð; -2), (5; 2), (5; -2), (5; 2). 
05. Cho elip (E) : 4x? + 9y? = 36 và điểm M(1, 1). Đường thẳng d qua MI cắt 
(E) tại P, Q. 
a) Xác định d để MP = MQ. 
b) Gọi N là trung điểm của PQ. THẾN mình khi d quay quanh M, điểm N 


chạy trên một elip cế định. 
: 1 1? 
l(s—ÖŸ- s(s-1) 
2 2 
———+—— 


ĐS : a) 4x + 9y - 13 = 0; b) =1. 
18 13 . 


06. Cho elip (E) : X. v =1. Một điểm P di động ở bên ngoài elip. Từ P kẻ 
hai tiếp tuyến PM, PN đến (E), tiếp xúc với (E) tại M, N. 

a) Tìm quỹ tích điểm P sao cho PM L PN. 

b) Khi P chạy trên đường thẳng d : 4x + 3y -24 = 0. Chứng minh đường 
thẳng MN luôn đi qua một điểm cố định. 


8,9 
ĐS:a)x?+y2=25, b h g)" 
a)x“ˆ+y ) 3/8 


07. Qua tâm O của elip (E): —— . =1 dựng hai nửa đường thẳng vuông 


góc với nhau cắt elip tại M, M. Thấy minh rằng : 
ì 1 1 1 : 


) +—-~+-~. 
OM?) OM®?^ a? bể 





b) Dây MM tiếp xúc với đường tròn tâm O, bán kính BIẾT Ủ 
aˆ+b 
08. Cho elip Œ) : CHẾ: nHỆP 1(a>b> 0). Gọi Fị, F; là tiêu điểm, A¡4; là 


a? bề 
trục lớn của Xi: O là tậm của elip và k là một điểm tùy ý trên elip. 
a) Chứng minh F,M. FạM + OM? = ä” + bỶ. 
b) Chứng minh (EM - FzM)? = 4(OM? - b?). 
c) Gọi P là hình chiếu của M trên AiAz, Chứng ndưÄ: _MP` _ - bề, 
AI P.A¿ .AH,P a? 
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Chuyên đê õ : HYPEBOL 


A. TÔM TẮÁT LÍ THUYẾT 
1. CÁC DẠNG CHÍNH TẮC CỦA HYPEBOL 



























Phhương trình 
chính tắc 





Đồ th 





Tiêu cự 














- Đường chuẩn 
thuộc hypebol (H) | © IMF) - MF¿l =2a 

điểm (M(x; y) e (H))| FạM = lex - al 
3. TIẾP TUYẾN CỦA HYPEBOL 

Phương trình tiếp tuyến với (H) tại (xọ; yọ) e (H) 

S0 (#-3z =1) 
a? b b a7 
Điều kiện để đường thẳng Ax + By +'C = 0 tiếp xúc với (H) là : 
: A?a? `. Bb2 Sẻ œ (BĐ? T A? 2 œ C?). 


3. HÌNH CHỮ NHẬT CƠ SỞ. TIỆM CẬN 
Hình chữ nhật cơ sở của (H) có các cạnh x = +a, y = +b 


_ 
mã + 










© IMF, - MEạl = 2b 
F)M = lex + bl 
F¿M = lex - bl 





Hypebol (H) có hai đường tiệm cận là y = T— x. 
a 


Đường tiệm cận là đường chéo của hình chữ nhật cơ sở. 
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B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấn đề 1 : XÁC ĐỊNH CÁC YẾU TỐ CỦA HYPEBOL 
A. PHƯƠNG PHÁP 


| Đưa phương trình về dạng chính tắc, xác định các yếu tố theo công thức. 


B. VÍ DỤ 


Ví dụ 1 


Xác định độ dài hai trục, tiêu cự, tâm sai, tiêu điểm, hình chữ nhật cơ sở, 


đường chuẩn của hypebol (H) : 9x” - 16y2 - 144 = 0.: 
Giải 
2 


2 
(H) : 9x? - 16y? ~ 144 =0  Š__*Ï_ =1 
16 9 





(H) có trục thực Ox, a = 4,b=3,c= 4?+3?2=5 
Từ đó : Trục thực 2a = 8; trục ảo 2b = 6 


Tiêu cự 2c = 10; tâm sai e = sử 
a 


wịeœ 


Hình chữ nhậ' cơ sở : x = +4; y = +3. 


Phương trình hai tiệm cận y = + ¬x 


Phương trình hai đường chuẩn : x = + = 


Vấn đề 2 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH HYPEBOL 
A. PHƯƠNG PHÁP 


Cần tìm các hệ số a, b trong phương trình chính tắc của hypebol. Có 





trường hợp phải dùng phép tịnh tiến hoặc phép quay. 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 2 

Lập phương trình chính tắc của hypecbol (H) đi qua điểm (-3; 23) và có 






phương trình hai đường chuẩn là y = tố. 





Giải 
Vì đường chuẩn song song với trục Ox nên phương trình chính tắc của 
2 2 
- X 
hypebol có đạng : nn Bế = 
Nà. 
° So 1) s1 á212secvt52cadắte su 
e 2 c2 


©a?=b?(4b-1) (C*). 
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“ (-3;2) c(H)= tổ "sấ” 1 = 4a? - 9b” = a? bỂ 
Thay biểu thức (*) vào, ta có : 
4t? (4b? ~ 1) - 9b? = b“(4b? - 1) © 4(4b? - 1) - 9 = b(4b? - 1) 
bẰ=1 Z7a2=3 
© 4Í - 17b + 18 =0 © b? „18 


== ==a?=39ˆ 
4 


š 
Vậy có hai hypebol thỏa mãn bài toán yŸ - c.Ă=ÏÍ ; ` sẽ 


Phiên 
ở 


Vấn đề 3 : TÌM ĐIỂM Ở TRÊN HYPEBOL 
A. PHƯƠNG PHÁP 


Sử dung công thức tính bán kính qua tiêu điểm; đưa về giao điểm của 
hypebol với một đường khác. 









B. VÍ DỤ 


Ví dụ 8 





Cho hypebol (H) : 9x - y? ~ 9 = 0. 





Tìm điểm trên hypebol nhìn hai tiêu điểm dưới một góc gì 


Giải 


Gọi MŒx; y) là tiêu điểm thuộc (H) nhìn F;F; đưới một góc g: 
T1›eo định lý cosin trong tam giác, ta có : 

tiE¿? = F.MP + F¿M - 2F,M.F,Meos 2 
= Fit2? = (PM - F¿M)? + F,MEF¿M 


2 
: c 8 
=> ác = 4a? + lex + al lex - al= Ác? = 4a? + _sx.-aŸ 
a 





- = 

= 40= 4+ 10x”- 1= x”= - Aøu ÓC 
10 10 

9.27 930 

YẨM = 9x” - TH ng ŸM= _ 


Vậy có 4 điểm thỏa mãn bài toán là : 


(/25„s/2\(..85,»4ø) 


10 ” 10 ° Trị 


Vấn đề 4 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN CỦA HYPEBOL 
A. PHƯƠNG PHÁP 









Sử dụng công thức tìm tiếp tuyến tại một điểm nằm trên hypebol; sử 
dụng điều kiện để một đường thẳng tiếp xúc với hypebol; sử dụng phương 
pháp chung để tìm tiếp tuyến với một đường cong. 
B. VÍ DỤ 
Ví dụ 4 


Cho hypebol (H) : 4x” - yŸ = 4 


a) Viết phương trình tiếp tuyến với (H) tại điểm M(1; 0). 
b) Viết phương trình tiếp tuyến với (H) đi qua điểm N1; 4). 


Giải 









2 
a) (H): 4x?-y?= 4x? = =1. ViM e (H) nêu phương trình tiếp tuyến 
qua M(1; 0) là: x.1- #“-1ex= 1. 


b) Ta tìm tiếp tuyến dạng : Ax + By + C =0 
Tiếp tuyến đi qua N(1;4) A+4B+C=0 
Tiếp tuyến tiếp xúc với (H) => A”- 4B? = C? 

[A =-(4B+C) 
° ỊA? -4B?=Œ? 
B=0 
-© 2C. 


3 


® B=0O—A=-C. Chọn C = 1, ta được tiếp tuyến x - 1 = 0. 
R 
« Be- _` =A= =: Chọn C = 3, ta được tiếp tuyến 5x -2y + 3 = 0. 


Vậy có hai tiếp tuyến đi qua N là x -1 = 0 và 5x - 2y + 3 = 0. 


= (4B + €)ˆ - 4B = C? © 12B” + 8BC <0 


C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 
Bái 1 
l, Cho hypebol 64x” - 169y? = -10816. Xác định tiêu điểm và các đường iệm 
cận. 






Giải 
2 2 2 2 


BA -~ 1606? = - LOB1B sẻ —- c1 .=^ =1,beœð# äs đề. 
” 64 169 b nể, 


Hypebol có trục thực nằm trên Oy, e = va? +b? = V233. 
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& 


Vậy hypecbol có tiêu điểm là F;Í0;- v233] y„ Fẹ |0; v23: 
có hai tiệm cận là y = # g X. 


Bài 2 


Viết phương trình hypebol đi qua điểm M (24; 5) và có hai đường tiệm 
bận ià 5x + 12y = 0 và 5x - 12y = 9. 














Giải 
Vì hai đường tiệm cận đối xứng với nhau qua các trục tọa độ nên phương 
2 2 
trình hypebol có dạng : * _ T= “nh 
a b 
Các đường tiệm cận là y = + BI = ca NÀ 
12 a 12 
Điểm M(24; 5) thuộc hypebol SảU ". +1 
a Bễ 
b5 5a 
„ja 12 = 12 
576 25 : 
TỶ re 576 25a 5a? › 2Ba 
a b 144 144 
Da 2 
=— =432 
= 12 ịa 
2 9 
Ta được hypebol : s c. cÍ 
: 432 75 
= 5a 5a 
12 => Huế = vô nghiệm 
BT6_Z5_ 1. |,2 TngG 
TT In Ty VIM Set 
x? y? 
Vậy chỉ có hypebol —— - — =1 thỏa mãn bài toán. 
442 s 


Bài 3 l 
Lập phương trình chính tắc của hypebol với Ox là trục thực, tống hai bán 

trục a+b=7,phương trình hai tiệm cận là y = tà 
a) Tính độ dài các trục. 


b) Lập phương trình tiếp tuyến của hypebol song song với đường thẳng 
.ðx - 4y + 10 =0. 


ị R b “ 
(ĐẺ THỊ ĐH ĐÀ NẮNG - KHỐI D - 1997) 
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Giải 


2 2 
Phương trình của hypebol có dạng s P m =1 
a 


a 
Vì hai đường tiệm cận là y = + Èx nên tacó 4b 3 b=3 
a —=— = 
a 4 
x? y? 
Vậy phương trình của hypecbol là E7  Ws 1 


a) Độ dài trục thực 2a = 8; độ dài trục ảo 2b = 6. 
b) Tiếp tuyến song song với 5x - 4y + 10 = 0 nên có dạng 5x - 4y + m = 0. 

Từ điều kiện để một đường thẳng tiếp xúc với hypebol, ta có : 

5”. 16 - 4?.9 = m” © mỶ = 256 © m = +‡ 16. 
Vậy có hai tiếp tuyến thỏa mãn bài toán là : 
ðx - 4y + 16 =0; ðx - 4y - 16 = 0. 

Bài 4 
Chứng minh rằng tích các khoảng cách từ một điểm bất kỳ của hypebol 


2 2 
x R lá S) VI Đo Z 3 & 2 „“ x ư* 
_.= =— =1 đến các tiệm cận của nó là một số không đồi. 


a 









Giải 


Hypebol có hai tiệm cận là dị: y = - kẻ x © bx + ay =0 
a 


d;:y 


lv eg bề gợ =0: 
a 


Giả sử M(xọ; yạ) là điểm bất kỳ thuộc hypebol. Khi đó : 
| bxạ — ayg Ì 


l bxạ + ayg Ì : 
d(M,d;)= ——_D^;, d(M,d,)= 
xa? +bề : va? +bể 











- L- lb 2 _“a2v 2| 
cŠ HIỂM, d2 A0M, dụ) c2 SP? UY -UU LÔ Tn c8 đu 
a?+b a?+b 
vi 2 
FAN”? a bỉ a?b 
Š 3 5 =¬s ; không đổi. 
l a“ˆ+b a“+b 


Bài ð 






2 2 
Cho hypebol (H) : TếiP =1. Ký hiệu A(-a; 0), A;(a; 0) là hai đỉnh của 
a ' ì 






hypebol. 
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Từ một điểm M trên hypebol dựng tiếp tuyến MT với đường tròn đường 
kính A:AÁ; và một đường thẳng song song với tiệm cận y = Sx, đường thẳng 
hày cắt trục thực tại P. Chứng minh rằng MP = MT. 
Giải 
Giả sử MQGx¿; yọ) e H. Vì tam giác OMT vuông tại T nên : 
T? = OMÊ -~ OTÊ = x?+yg2-a? (Œ®*) 





Ký hiệu P(x;, 0). Vì MP song song với y = - x nên hệ số góc : 
a 





-Xạ âa b 
Từ đó: MP°= 0à - xo! +yu = Â Ý0 vy,? 
= (Xị - Xu” + yo = b2 TỬ0 
x,3 
= a2 ¬m ~1 |+ yu” = Xe” + yọ” — 8”. 


So sánh với (*) ta có MT? = MP? = MT = MP. 
Bài 6 





.Hai đường cong gọi là trực giao với nhau tại A nếu chúng cắt nhau tại A 
à tại đó hai tiếp tuyến của hai đường cong là vuông góc với nhau. 






_ Tìm điều kiện của a, b, c, d để tại mọi bo nệ điểm của chúng, 
[ x? 2 y? 
Hip Œ): `# KH TH =1 và hypebol Œ Ễ —=— KD =1 là trực giao với nhau. 







Giải 


Giả sử MŒ; yọ) là một giao điểm của (E) và (H). Hai tiếp tuyến tại M của 
B) và (H) là “S*+ X9” „1 và X9Š_ JoÝ Tị 
b? c? d 


Hai tiếp tuyến này vuông góc © Sun So Hi =0 














a2 c? 

xạ? F vọ2.e? b vạ2a? 

a?  b?d? c2? b?d? 

2 

yọ c? To _ yọ a? vo` na 

mac “l và —D, 
b?d2 bể hủ” đ 
Yo Yo C _ Yo” Yo A” vụ. cỄ 1 a” 1 


c© + — 
bd? bề b?d? để b?d? b2 b?d2 d2 


©c?+dˆ=a?-b. 
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Bài 7 


—————— 


- Cho .hypecbol (H) : Š_-_ =1 và một tiếp tuyến bất kỳ của (H) l 









to 


2 
2 


® 
IS 


d: Ax + By + C = 0 (A2 + BỶ > 0) tiếp xúc với (H) tại T. Gọi M, N là giai 
điểm của tiếp tuyến d với các tiệm cận của (H). 

a) Chứng minh T là trung điểm của MN. 

b) Chứng minh tam giác OMN có diện tích không phụ thuộc vào tiết 
tuyến d (O là gốc tọa độ). 





Giải 
a) d là tiếp tuyến = a?A? - b?B? = C? > 0 = aA +bB z 0. 
Phương trình tiếp tuyến tại TGŒ+, yr) là 


bởi SE 4: =0zAx+By+C=0 











a? b 
Xr Y„ 1 nÁ b?B 
se ễs—=m-e...m—=— =——g,ÿn=—— 
82A bÐ 0. 5800022372 
d cắt hai đường tiệm cận y = + ĐỘ tại các điểm có hoành độ là nghiện 
a 
Ẫ b 
của Ax + B., —x+C=0. 
a 
—= M - aC - - bŒ ):A{ - aC - bC 
VaA+bB aA+bBj/ (\aA-bB aA-bB 
XwM+XN _ -aC -ac c -a? AC + abBC - a?AC - abBC 
2 2aA+bB) 2(aA -bB) 2(a?A? -b?B?) 
— =8 AC -a°ÁC -a A_ 
a?A?-b?B?  Œ? GA 
YM+YN __ -bC DU... PB 1H 
2 2aA+bB 24aA-bB) a?A?-b?B CC 


Vậy T là trưng điểm của MN, 
4a?b?(A? +B”) 
c? 
Tam giác OMB có chiều cao OH là khoảng cách từ O đến d (vì MN nần 


trên d). Vậy : OH = = 
A?+B? 


b) Ta có  MN? = (xụ - xụ)” + (y — yN)” = 


1_ IƠI _ 2abýA?+B? 
> [A? B2. ICl 


= Sown = ab không phụ thuộc vào tiếp tuyến d. 





Từđó Sang ='20H .MN = 
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Bài 8 


a) Viết phương trình hypebol (H) có các trục trùng với các trục tọa độ và 
tiếp xúc với hai đường thẳng d: : 5x - 6y + 8= 0 và d;:5x + 8y+6=0. 









b) Chứng minh rằng qua điểm A(; ⁄2)có thể kẻ được hai tiếp tuyến với 


(H) vuông góc với nhau. Tính khoảng cách từ A đến đường thẳng nối hai tiếp 
điểm. 


Giải 


a) Vì các trục của hypebol trùng với các trục tọa độ nên phương trình có 


2 v2 2 
dạng “c- =1 hoặc 7T =1. 
a b b 
2 2 
XÃ ÿy 
t ŒỦJ:=-~ =1, 
a? b? 


"¬. ~ 25a? - 36b? = 64 a2? =4 
Do tiếp xúc với dị và dạ ä © 
25a? - 64b” =:36 bỄ =1 


2 
(H): ~#«L 


bai 


= 28bŸ = -28 vô nghiệm 


bo 


.2 3 3_ 5 
`... LEEE tạo, 36b? - 25a? = 64 
64b? - 25a? = 36 


c 


a 
x? 
Vậy chỉ có một hypebol thỏa mãn bài toán là (H) : CN y?= 1. 
b) Đường thẳng qua A(1; V2) có hệ số góc k: 
d:y=k(x-1)+ v2 ©kx-y + V2-k=0 
d tiếp xúc với (H) © 4k? -1 = (V2 - kỷ © 3k? - 242k — 3 = 0. 
Phương trình bậc hai này có hai nghiệm phân biệt kị, kạ, kịạ.kạ = ~1 nên 
qua A kẻ được hai tiếp tuyến với (H) và hai tiếp tuyến đó vuông góc. 
Gọi (xọ; yọ) là tiếp điểm của (H) với tiếp tuyến d kẻ qua A. 
Khi đó d: “+” -yoy c1, 
+ _ 42ys =1(vì d đi qua À) > Œọ; yạ) thuộc đường thẳng A: h _ 42y —1=0 


Vậy A là đường thẳng nối hai tiếp điểm. 


~-2Z-~1 

| kg | 3%. 3... 

Ta có :d(A,A)= ———-=-—-=_——. 
1Š x33 3 
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Bài 9 
. Viết phương trình hypebol có tâm sai e = 2, hai tiêu điểm F\(-5; 2) và 


| Fa(3; 2) trong mặt phẳng tọa độ Oxy. 
Giải 
Gọi ©' là trung điểm của F¡F¿, O(-1; 2). Dời hệ trục Oxy đến hệ trục mới 


—_> =— ÍX= 
OXY theo vectơ OO', ta có : xNG)/ 2 hàn dàn 
y=2+ŸY Y=y-2 


= FF; nằm trên OX, OY là trung trực của F)F$¿,. 
Hypebol có tiêu cự F)F¿ = 2c = v64+0=8>c=4 














=2=>a=—=2 


—b= vc?-a? = 16-4 = V12. 


2 2 
Vậy trong hệ trục OXY, phương trình hypebol là — _ T =1, trong hệ 


Tâm sai e = 


|^ 
b2|@O 





2 _ o2 
trục Oxy phương trình của hypebol là : bo _ .. =1 


Bài 10 


| ẰẰằằ«%« 2 
1 /Y x Ỳ 

Cho hypecboi Œ): ——- —= 1. 
: c2 bề 


a) Tìm tập tất cả các điểm trong mặt phẳng tọa độ sao cho từ mỗi điểm 
đó có thể vẽ được hai tiếp tuyến với (H) và hai tiếp tuyến dó vuông góc với 
nhau. 

b)M là một điểm bất kỳ trên (H), A¿, A¿ là hai đường thẳng đi qua M 
tương ứng song song với hai đường tiệm cận của (H). Chứng minh rằng diện 

| tích 5S của hình bình hành giới hạn bởi A¡, A; và hai đường tiệm cận là một 
số không đổi. 









(ĐỀ THỊ ĐH DƯỢC HÀ NỘI - 1997) 





Giải 
a) Giả sử tại A(xạ; yọ) kẻ được hai tiếp tuyến với (H) và bai tiếp tuyến đó 
vuông góc với nhau. Khi đó hai tiếp tuyến này có hệ số góc là k và "Tế 
Phương trình các tiếp tuyến là: y z k(X- Xo) + Yụ © kx - y = kXo - Yo 
Y= =2 (X = R6) + To © X + ky = kyo + Xọ 
Từ điều kiện để đường thẳng tiếp xúc với (H), ta có: — -„ 
k°a” — bỂ = (kxo ~ yụ)” 
a? + k?b? + (kyạ + xạ) 


8S 


Khai triển, cộng vế với vế, ta có : 
(k? + 1)0(a? - bŸ) = (k? + 1)J(Xạ” + yọ”) ©@ Xạ? + vọ = ñ? ~ bể, 

® a>b, quỹ tích là đường tròn tâm O. bán kính va? -b7 

se a <b, không có điểm nào thuộc quỹ tích (khi a = b) thì có duy nhất 
điểm O(0; 0) thỏa mãn O + Oˆ = aˆ - bỶ, nhưng tại điểm này không kẻ được 
tiếp tuyến nào với (H). 
b) Xét điểm MŒ@; yọ) e (H). Đường thẳng qua M song song với tiệm cận 
bx - ay = 0 có phương trình là bx - ay - (bxạ ~ ay,) = 0. 

Đường thẳng này cắt đường tiệm cận bx + ay = 0 tại điểm N có tọa độ là 





Su bxọ -Ayo, _ 8Yyo — ÐXọ 
LH Ta ¿ 2a 
bxạ -ay : ayg — bx š 
= MN? œ (ÐPXo-8Yo _ ì Ayo ~ ĐXọ _ 
BBU 0 | ST 
R BH | [ĐA Sạn Hệ (bxạ +ayg)®(a? + bỂ) 
FÁ 2 (2 7. 4a?b? 
2 t2 
— MN c LĐXo tayo Lửa +b 


2ab 
[bxạ -ayo l 


va? +bˆ? 


Khoảng cách từ điểm M đến tiệm cận bx - ay =0ià d= 


Từ đó: B= MN,à« LP5o t8yg 'ÌbXo - Bựu | 















2ab 

h Ib?xạ? -a?yg° | ` ab bÊx;? ~ Yp” : ab Xe” - yo” 

E 2ab `8 a?b? _2|la2 bì 

= SP không đổi. 

Bài 11 . 
NV. : : 
Cho hypebol (H) : ——- Tuân 1. Đường thẳng d có phương không đổi cắt 

m 


(H) tại M, N. Chứng minh rằng trung điểm I của MN chạy trên một đường 
| thẳng cố định đ' đi qua tâm hypebol nên d có hệ số góc k z 0 thì d' có hệ số 





b 
óc k= ——. 
: a“k 





Giải 
Nếu d song song với trục Ox thì dễ dàng thấy rằng d' là trục Oy, là một 
đường thẳng cố định, đi qua tâm của (H). 
Tương tự, nếu d song song với trục Oy thì đ' là trục Ox. 
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Trường hợp còn lại, d có hệ số góc k # 0 không đổi, 





d:y=kx+m 

Hoành độ giao điểm của d và (H) là nghiệm của : 
_ __ m)ˆ =1 œ&bx” - af(k”x? + 2kmx + m”) = a?b? 
a bŸ 


c© (bŸ - a®k?)x” - 2a”kmx - a?(bŸ + m?) = 0 
Nếu phương trình này có hai nghiệm thì xị là trung bình cộng của hai 
nghiệm, do đó theo định lý Viet : 


xe. 3km __bế-a k” 
b2 -a?k? a”k : 
- 2 _a2k2 b 
Vì I e dnên : y¡ = kxị + m = kxị GREEE- 30w 2a .ảo Ta XI, 
: . bŸ : b 
Vậy I nằm trên đường thẳng cố định d' : y = Am SẺ hệ số góc là Bơn 


và đi qua tâm O của hypebol. 
Bài 12 : 










Ề x y 
Trong mặt phẳng cho hypebol (H) : £ XĂNG - M2 1. 


Gọi d là đường thẳng qua gốc tọa độ O, có hệ số góc k, d là đường thẳng 
đi qua O vuông góc với d. . 
a) Tìm điều kiện đối với k để d và d' đều cắt (H). là 


b) Tính theo k diện tích hình thoi có bốn đỉnh là giao điểm của d và d' 
với (H). 


é) Xác định k để hình thoi đó có điện tích nhó nhất. 
Giải 

a) d: y = kx. Nếu k= 0 thì đ là trục tung, không cắt (H), do đó k # 0. Từ đó 

d:y= -x% 


Phương trình hoành độ giao điểm d và (H) : 


x? 'k?x? 


4 


Phương trình hoành độ giao điểm của d' và (H) 
x? * 2 2 
—————=]l ©(9k“- 2#” = 36k“ (**) 

4_ 9k? 





=1©(9-4k?x?= 36 (*). 


x - l9-4k? >0 Xin g 
d và d đều cắt (H) : à vi có =lt8f% 
9k?-4>0 9 4 3 


t2 | to 
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b, Gọi M,N là giao điểm của d với (H), theo (*) ta có : 
.... 1. + 6k 
MN = TE=—===— MÀN “ TEE====sỹẽễ 
v9 -4k? v9 -4k? 


Gọi P, Q là giao điểm của d' với (H), theo (**) ta có : 











+6k +6 
Xpq= nh SIp sen 
9k“ˆ-4 v9k?-4 
2 
Từ đó: OMP = xu” + yuử= 260 tk”) 
9—4k? 
9 
OP” = xp” + yp” = TÔ , 
9k“ -4 


724 +k?) 


E+ Eusygss SÓM.ØBecc=Se Si! 
\(9 - 4k?)(9k? ~ 4) 





Theo bất đẳng thức Côai : 
ý(@ -4k?)(9k? -4) < si8 - 4k?) + (9k? - 4)] = 0e + 1) 
Dấu đẳng thức © 9 - 4k? = 9k?- 4e©©k?=1«©k=‡+l 


720 +k?) _ 144 


Do đó: minS = khi k = +1 hay d, d là hai đường phân 


5 2 
(1+k) 
2 
giác của các trục tọa độ. 
Bài 18 


Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho hybebol (H) : 4x? - 9y? = 36. 
a) Xác định tọa đệ các đỉnh, tọa độ các tiêu điểm và tâm sai-của hybebol. 


7⁄3 


` h ftạ ;Ö 
b) Viết. phương trình chính tắc của elip (E) đi qua điểm xÉx 2] và có 


chung tiêu điểm với hybebol đã cho. 


(ĐẺ THI TỐT NGHIỆP PTTH - 2000) 





tô 


2 
x M 

H): —- —=l. 
a) (H) P P 


Tacó:a=3,b=2,c= va? +b? = v13. Từ đó : 
Tiêu điểm : F;(- V13; 0); Fạ( V13 ; 0) 
Đỉnh : A¡(- 3; 0), A;(3; 0) 

e _ v13 


Tâm sai: e= — = ——. _ 
a 
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b) Vì hai tiêu điểm F;, F, nằm trên trục Ox và đối xứng qua gốc tọa độ nên 
elip có trục lớn nằm trên Ox và có tâm là gốc tọa độ. Vậy elip có phương 


2 2 ' 
trình : tp =1,a»>b 
a 


a?— bÊ=c? =a? - b = 13 — a? = b + 13; 
elip đi qua vi h 3, nên Sử + sã =1 = tua + 36a? - 4a?b? = 0 
Thay aŸ = bŸ + 13 vào ta được : 4b” - 131b? - 468 =0 = bŸ = 36 = a? = 49 
Vậy elip có phương trình là : bế +—=l. 


` 


Bài 14 







Tìm tập hợp các điểm M(x; y) trong hệ tọa độ Đềểcác trực chuẩn Oxy sao 
cho khoảng ^ách từ M đến điểm F\(O; 4) bằng hai lần khoảng cách từ M đến 
đường thẳng y = 1. 





(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC LUẬT VÀ XÂY DỰNG HÀ NỘI - 2000) 
Giải 
Ta có : MF = vx? +(y -4)2 ; khoảng cách từ M đến đường thẳng y = 1 là 
ly - 11. Từ đó ta có : 
dx? +(y~—4)2 = 9|y —1| © xŸ + ty - 4)? = 4(y ~ 1)? œ x2 - 8y? = - 12 


y? x? ` 


4 12 
Vậy tập hợp điểm cầm tìm là một hybebol. 


D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 
01. Viết phương trình hypebol biết. góc giữa hai đường tiệm cận bằng 60° và 
đi qua điểm M6; 3). 
2 v2 3 v2 
H8: =Ý:” gỉ 
33 99 
02. Viết phương trình hypebol biết một đỉnh trên trục thực là (-3; 0) và 
phương trình đường tròn ngọai tiếp hình chữ nhật cơ sở là x” + y? - 16 = 0. 


2 32 
b5: Š-.Ý. s1. 
8 ..# 


08. Cho hypebol (H) : 8x? - y” - 8 = 0 và đường thẳng đ : 2x ¬ y+ m = 0. 
a) Chứng minh d luôn cắt (H) tại hai điểm M,N thuộc hai nhánh của 
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hypebol (xu < XN). 
b) Gọi F\, F¿ là hai tiêu điểm của (H) (Xp, <XẸ, ) xác định m sao cho 
F¿N = 2F\M. 


ĐS:b)m= -8‡16/2. 
21 
x? y? 
04. Cho hypebol (H): —— K3 =1. 
a 


a) Tính độ dài của phần đường tiệm cận chắn bởi hai đường chuẩn. 
b) Tính tích các khoảng cách từ một tiêu điểm đến hai đường tiệm cận. 


e) Chứng minh rằng chân đường vuông góc hạ từ một tiêu điểm đến hai 
tiệm cận nằm trên đường chuẩn tương ứng với tiêu điểm đó. 


ĐS : a) 2a; b) bể. 
0ð. Chứng minh rằng khi d : xcost - ysint + ý4cos?t—1= 0 là đường thẳng 
thì nó tiếp xúc với một hypebol cố định. Viết phương trình của hypebol đó. 


v2 
ĐS: cu 1. 


to 


xC v 
06. Cho hypebol (H) : =n bề =1. 
a 


a) Một đường thẳng qua tâm (H) cắt (H) tại M,N. Chứng minh các tiếp 
tuyến của (H) tại M,N song song với nhau. 


b) Chứng minh rằng nếu hai tiếp tuyến của (H) song song với nhau thì 
các tiếp điểm đối xứng qua tâm của (H). 


07. Cho họ đường cong : (Cạ) : (mỂ - 4)xỶ - 4y? - 4(m? - 4) = 0. 
Tùy theo giá trị của tham số m, hãy xác định dạng đường cong (Ổn). 
ĐS: m = 0 là đường tròn; 
0< Iml <2là elip; 
Iml = 2 là đường thẳng y = 0; 
Iml > 2 là hypebol. 
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Chuyên để 6 : PRf{ñBOL 


A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 


.. CÁC DẠNG CHÍNH TẮC CỦA PARABOL 












Phương trình 


chính tắc 
(p>0) 












Đồ thị 
















Tiêu điểm 









Đường chuẩn 




















bề 
Bán kính 
qua tiêu điểm 
(M(x; y) e (P)) 
Tính chất 
điểm thuộc 
parabol (P) 



























xe(P) cd(M, A)= MEF 





2. TIẾP TUYẾN CỦA PARABOL 








Phương trình tiếp tuyến với (P) tại M(xạ; yạ) e (P) 

YoY = P(X + Xụ) 

(Vuy = —P(X + Xu); XụX = P(Y + Yu); XoX = -PÍY + yo)) 
Điều kiện để đường thẳng Ax + By + C = 0 tiếp xúc với (P) 
B?p = 2AC : 
(B?p = -2AC; A”p = 2BC; A?p = -2BC'). 





B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấn đề 1 : XÁC ĐỊNH CÁC YẾU TỔ CỦA PARABOL 
A. PHƯƠNG PHÁP 


| Đưa phương trình về dạng ciính tắc, từ đó xác định các yếu tố. 
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B. VÍ DỤ_ 
Ví dụ I 


Xác định tham số p, tọa độ đỉnh, tiêu điểm. và phương trình đường chuẩn 
parabol : x xˆ-2x + 8y + 17= 0. 








Giải 
x”-2x+8y+17=0€©(x-1= -8(y + 2). Đặt O' (1; -2). 


Thực hiện phép tịnh tiến theo OO' đưa hệ trục Oxy thành hệ trục OXY. 
x=X+] 


- Trong hệ trục OXY, phương trình của 
y=Y-2 


Công thức đổi trục | 


parabol là : X” = -8Y. 
Vậy đỉnh của parabol là O, tọa độ trong Oxy là O' (1; -2). 


X=0 
Tiêu điểm F : # p =FÈU1; -4) 


2 
Đường chuẩn A : Y = 5 =>y-2=0. 


Trong hệ tọa độ Oxy; A: y = 0. 


Vấn đề 2 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH PARABOL 
A. PHƯƠNG PHÁP 










Để lập phương trình chính tắc ta cần tìm tham số p. Nếu trục đối xứng, 
của parabol song song với một trục tọa độ thì dùng phép tịnh tiến đưa nó về 
dạng chính tắc. Cũng có thể sử dụng định nghĩa Bông để lập phương trình 
của nó, 


B. VÍ DỤ 


Ví dụ 2 


Lập phương trình parabol có trục đối xứng là Ox, đỉnh là gốc O và đi qua 
điểm M(-2; 4). 


Giải 
Phương trình parabol có dạng y“ = -2px. Vì parabol đi qua điểm (-2; 4) 
nên 4” = (~2p)(-2) => p = 4: 
Vậy phương trình parabol là : y” = -8x 








Vấn đề 3 : TÌM ĐIỂM TRÊN PARABOL 
A. PHƯƠNG PHÁP 






Áp dụng công thức tính bán kính qua tiêu điểm; đưa bài toán về việc tìm 
giao điểm của parabol với một đường khác. 
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B. VÍ DỤ 


Ví dụ 3 
Tìm trên parabol y” = 8x điểm M biết bán kính qua tiêu điểm của nó là 
| bằng 8. : 





Giải 
yˆ = 8x Đ y = 2px với p = 4. 
MF =x+ Š =8=xu +2 = Xụ =6. 


Từ đó ywˆ = 48 = yw = + 4/3. Vậy có hai điểm thỏa mãn bài toán là 
M.(6; 43 ), Mạ (6; -4/3 ). 


Vấn đề 4 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN CỦA PARABOL : 
A. PHƯƠNG PHÁY 






Sử dụng công thức tìm tiếp tuyến tại một điểm nằm trên parabol; sử dụng 

điều kiện để mộ” đường thẳng tiếp xúc với parabol. 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 4 

Tìm tiếp tuyến chung của parabol (P) : yˆ = 12x và elip (E) : 6x” + 8y? z 48. 
Giải | 

Ta tìm phương trình tiếp tuyến chung dạng d : Ax + By + C= 0 

Vì d tiếp xúc với (P) > BỶ.6 = 2AC. 

Vì d tiếp xúc với (E) = 8A” + 6BỶ = C7. 

Vì C+0 nên chọn C = 1, ta có : 






[A = 3B? A=3B? 
© : © 
(8A? +6B =1 8A ”+2A-1=0 Ín 


Vậy có hai tiếp tuyến chung là : 


1 1 = 
—xX‡——y+l=0 €6 3x+ 2/3y+12=0. 
4. v12 

C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 

Bài 1 





| Cho parabol yˆ = 4x. Một đường thẳng bất kỳ đi qua tiêu điểm (của 
parabol), cắt parabol tại hai điểm phân biệt A và B. Chứng minh rằng tích 
các khoảng cách từ A và B đến trục parabol là một số không đổi. 

(ĐÈ THỊ ĐH KINH TÈ QUỐC DÂN HÀ NỘI - 1999) 
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Giải 
“Tiêu điểm của parabo} (P) là F(1; 0), trục của parabol là Ox. Khoảng cách 
từ một điểm đến trục của (P) chính là giá trị tuyệt đối của tung độ. 
Đường thẳng x = 1 qua F, cắt (P) tại A(1; 2), B(1; -2) 
Do đó tính khoảng cách từ A và B đến trục là :!2l + I-21 = 4. 


Đường thắng d khác x - 1 z 0 qua E cắt (P) tại hai điểm phân biệt ° hi 
có hệ số góc k z 0. Do đó; d :y = k(x - 1), k z 0. 
¬ › Ẹ y =k(x- 1) 
Tọa độ giao điểm A và B là nghiệm của hệ : "TT" 
y =4X 
Do đó tung độ A và B là nghiệm của phương trình ky - 4y - 4k = 0; k z0. 
Theo định lý Viết : yA.ys = -4 = lyAl.lyul = 4. 


Vậy trong mọi trường hợp, ta đều có tích các khoảng cách từ A và B đến 
trục của parabol bằng 4 không đổi. 
Bài 2 
Trong mặt phẳng cho parabol (P) : yŸ = x. 
Gọi (C) là đường tròn tâm C(2; 0), bán kính R. 
a) Xác định R để đường tròn (C) tiếp xúc với parabol (P). Xác định tọa độ 
tiếp điểm T và T. 
b) Viết phương trình các tiếp tuyến chung tại T và T. 







Giải 
" Ẫ : (Xx~ 22 2 = R? 
a) Tọa độ giao điểm của (C) và (P) là nghiệm của hệ È sẽ 
y =X 
Vì vậy hoành độ giao điểm của chúng là nghiệm của phương trình : 
(x-2)°+x=R?©x?-3x+4-R?=0 
(C) và (P) tiếp xúc với nhau khi phương trình này có nghiệm kép tức là : 


A=9-44 R2) <0 R< l5 cẮP, 


Khi đó hoành độ tiếp điểm là x = - = : 


, 


to|G 


tung độ tiếp điểm là y = + Vx = + 


Vậy TÍỆ NI rệ-#] 


SiG] 
miễn 


9 2` 9 


b) Tham số của parabol là p = R , do đó : 
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( Ía F = 
se Tiếp tuyến tại TÂn: bi Šy*š(x+3) © 2x- 2VQ6y +3 =0. 


MP” 
5 — v6 ] 
e_ Tiếp tuyên tại T SG - y2 (x+3]) © 2x+2y6y+3 =9. 
22 2 2\ 2 


Bài _Bài 3 





= Cho parabol (®): y? = 2px và đường thẳng d : 2mx - 2y - mp = 0. Gọi M, 
¡ M” là các giao điểm của (P) và d. 
m- Chứng tỏ rằng đường tròn đường kính MM' tiếp xúc với đường chuẩn của 





parabol (P). Viết, (P). Viết phương trình đường tròn đó. 
l Giải 
Giả sử M(x; y), M'(x”; y"). Khi đó (x; y`), (x”; y”) là nghiệm của hệ : 
: 
' “ to (m») _8px <0. 
[y? -2px=0 œ& | #P cá 2 
2inx - 2y - mp =0 2mx — 3 
| di: yr 2m.“— - 9y - mp = 0 
2 2p : 
2v9 | 2 1m p 
m“xÝ” - (mí + 2)pX + =0 (1) 
k 4 
y2-^Py_—p? =0 (3) 
m 


Chú ý : Khi m = 0 ©d : y = 0 tiếp xúc tới (P) tại đính M' sM”. 
2 
Vì (2) có A' = Š _+p?>0 nên luôn có hai nghiệm, d cắt (P) tai hai 
m 


điểm Gọi I là trung, điểm của MM', từ (1), (2) và định lý Viết : 


X+X” - (mŸ +2)p 





TỔ 2 ôm" Öj[(MẺ+2p p 

_y+y _Pp 2m? m 
Jị“= Hà EU 
2 m 


Cũng theo định lý Viét : 
MM'?=(x-x9#+(y-y")?=(x +x)?- 4xx"+(y +y)?¬4yy" 


= E12 cà 4®) +4p” 
m 1" 


2 2 
: ' 4 đ ở 
= ch +2mỀ +1)= _- tmề +1? 
m 1m 


Suyra MM' =2p|1 + =]: 
m 
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Đường chuẩn là A :xe= s .- Do đó : 


! 2 Ị 
d1, A)= (m +2)p _ P =pl1+-y]=5MM" 
| 


1n * 








'Vậy đường tròn đường kính MM tiếp xúc với đường chuẩn. 
Phương trình đường tròn này là : 


2 e1? 2 2 
== ‹(z-?) -r'(t+-1,) | 
2m m m° 


Chú ý : Có thể chứng ninh đường tròn đường bính MẦM” tiếp xúc tới 
đường chuẩn theo cách khác như squ : 


: Ầ ` 
Ký hiệu A :x=— 5 là đường chuẩn, r§ h #) là tiêu điểm Uì 


2m. S=3.0 —mp =0 =Fed. 


Từ đó theo điều hiện điểm thuộc pardbol, ta có : 
MF=d(M,A), MP =d(M, A). 
Gọi I là trung điểm của M ẦM” thì : 

d(M',A)+d(M”", 4) ME+MTRF MM_ 


dA) = —————————=_———— 
2 2 38. 


, „” 


Vậy đường tròn tâm I, bán kính M 


tiếp xúc uới 4, nói cách khác, 





đường tròn đường kính M'M'' tiếp xúc uới A 
Bài 4 









Trong mặt phẳng cho parabol (P) : y = x 







và đường thẳng d : 2mx - 2y + 1 = 0. Ị 


a) Chứng minh rằng với mọi m, d luôn đi qua tiêu điểm F của parabol (P) 
và cắt (P) tại hai điểm phân biệt M, N. Tìm quỹ tích trung điểm I của MN 
khi m thay đổi. 


b) Tính góc tạo bởi c các tiếp tuyến của (P) tại M và N. 
_—— Giải | 
a) Vì tiêu điểm xe) có 2m.0 - 2.2 + 1 =0 nên d luôn đi qua F. ' 


: 1 
Md:y =mx + 5 nên hoành độ giao điểm là nghiệm của xi =mx+— 


© xỶ - 2mx - 1= 0. 


Vì A' =m” + 1> 0 nên phương trình này luôn có hai nghiệm phân biệt 


= d cắt (P) tại hai điểm phân biệt. Theo định lý Viết : xị = *M `ĂN _m, 


Vì Í e d nên y¡ = m.xị + g ĐỜI “XI tt, 


Vậy quỹ tích của I là parabol : y = x” + 5: 


b) Theo công thức, tiếp tuyến với (P) tại M, N là : 


XwX = YM + Y C© Y= XMX - YM- 


XNX = VN + ÿ © ÿ = XNX - VN. 
`Theo định lý Viết xw.xụ = -1, do đó tiếp tuyến tại M và N vuông góc với 
nhau, nói cách khác góc giữa chúng bằng 90°. 
Bài ð 
M là một điểm thuộc parabol (P) : y? = 64x, N là một điểm thuộc đường 
thẳng A: 4x + 3y + 46 = 0. 


a) Xác định M, N để đoạn MN ngắn nhất. - 


b) Với kết quả tìm được ở a) chứng tỏ rằng khi đó đường thắng MN vuông 
góc với tiếp tuyến tại M của parabol. 





Giải 


: : 
a) Giả s sử Mộc; yo) e (P). Ta có : v[: „4 





d(M,A) = LẾU uy ợy cC 
4?+32 80 5 5 


= aoỪi + 48yo + 736) = sa l0 +24)? + 160] > 2. 








mind(M, A) = 2 © vọ + 24 = Ö © yụọ = -24, Xo = s0. 
Vậy MQ; -24). 
Để tìm N e A, ta lập phương trình đường thẳng qua M vuông góc với 
A: X=®Y +2“ Q. 3v _4y —-128 = 0 
4 3. , 
Xe ' 
ù VÀNG S02 Về — ỗ ` Vậy NT: -'E”), 
4x+ 3y +46 =0 ve K b D) 
: : 
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b) Tiếp tuyến với (P) tại M(9; -24) là : -24y = 32(x + 9) œ© 4x + 3y - 12 = 0. 
Đường thẳng MN : 3x - 4y - 123 = 0. 
Vì 4.3 + 3(-4) = 0 nên MN vuông góc với tiếp tuyến với parabol tại M. 
Bài 6 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho parabol (P) : y? = 4x và hai đường thẳng 









d:m?x + my+1=0, A:x-my+m°=0, m là tham số khác 0. 

a) Chứng minh rằng d L A và giao điểm M của d và A di động trên một, 
đường thẳng cố định khi m thay đổi. 

b) Chứng minh d và A luôn tiếp xúc với (P). Gọi A và B lần lượt là tiếp 
điểm của d và A với (P). Chứng minh rằng đường thẳng AB luôn đi qua một 
điểm cố định khi m thay đổi. 


Giải 


a) Vì m”.1+ m (-m) = 0 nên d L A. 
Tọa độ giao điểm d và A là nghiệm của hệ : 


li g RE 
1. 


© 
x—- my +m” =0 ÿ =8 me 
m 


Vậy MÍ- 1;m- m] và M luôn thuộc đường thẳng cố định x = -1 với mọi 
m 


m z0. 





2 
b) Ta viết ŒP):x=  _; d:x=- A:x=my —m. 
Khi đó tung độ giao điểm (P) và d là nghiệm của phương trình : 
my +1 


mĩ 


© my” + 4my + 4 = 0 © (my + 2) = 0. 





bNl 

4 

Vì phương trình này có nghiệm kép y = - nên (P) tiếp xúc với d và 
' \ hư 


tiếp điểm là A|: — ¬ : 
m 


Tung độ giao điểm (P) và A là nghiệm của phương trình : 
2 

. my - mỶ © yŸ - 4my + 4m” = 0 © (y - 2m)” z 0. 

Vì phương trình này có nghiệm kép y = 2m nên (P) tiếp xúc với A và tiếp 
điểm là B(m°; 2m). 

3 uy. : 
Ta có : AB = [m . :?m + ]= S, bà TT ~ 1; 2m) 
m? m m° 





= AB có vetơ chỉ phương là (m - 1; 2m) hay vectơ pháp tuyến là (2m; 1 - mì'). 
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Vì vậy AB: 2m(x - m”) + (1 - m?\(y - 2n) = 0 
© 2mx + (1 - m”)y - 2mx 0 


Ta viết phương trình AB dạng : -mỞy + 2(x - 1)m + y =0 


=0 =] 
Đẳng thức này đúng với mọi m © HE S0 h bê, 
Vậy đường thẳng AB luôn đi qua điểm cố định I(1; 0). 


Bài 7 








` 2 k 
Trong mặt phẳng Oxy cho parabol y = x” - 2x và elip - +y” =1, 






a) Chứng minh rằng parabol cắt elip tại bốn điểm phân biệt. 
b) Chứng minh bốn giao điểm nói trên nằm trên một đường tròn. Xác 
định tâm và bán kính của đường tròn đó. 
(ĐỀ THỊ ĐH NGOẠI THƯƠNG CƠ SỞ TP HCM - 1999) 
Giải 
12C 
a) Đỉnh của parabọol là (1; 1) nằm ngoài elip (do Ki +12 >1), parabol cắt 


trục hoành tại các điểm (0; 0) và (1; 0) nằm trong elip, do vậy parabol cắt 
elip tại bốn điểm phân biệt. Có thể giải theo phương pháp giải tích như sau : 


£ — 2 = 2 
: y=x x 
Tọa độ giao điểm là nghiệm của hệ : 4 „2 5: 
—+Vy “ =l 
9 


- Do đó hoành độ của giao điểm là nghiệm của phương trình : 

‡ 2 V £ % 

` la + (XẺ - 2w) = 1 œ fx)= 9x'- 36xŠ + 37x? - 9 = 0. 
Ta sẽ chỉ ra phương trình này có bốn nghiệm phân biệt và như vậy 

parabol cắt elip tại bốn điểm phân biệt. 


Thật vậy vì ftx) liên tục trên R và Ñ-1) = 73; f0) = -9; ÑIƒ = 1; Ñ2) = -5; 
f(3) = 81 nên phương trình f(x) = 0O có bốn nghiệm nằm trong các khoảng 


(-1; 0), (0; 1), (1; 2), (2; 3). - nU 
b) Trở lại xét hệ phương trình xác định tọa độ của các giao điểm, ta có : 
y=x?-2x CC xe. up 
9 c6 9 9 
9 9 
a6 cố ch Y VU 
ï Pv” VẠỢI?? VỘ)?” 8). 5J ố. 
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, 


Vậy các giao điểm của parabol và elip nằm trên đường tròn tâm [š›:s) 


Ẩn, 
và bán kính điện, 


Bài 8 








Trong mặt phẳng tọa độ cho điểm A(3; 0) và parabol : %”. 


a) M là một điểm thuộc parabol có hoành độ xụ = a. Tịnh độ dài AM theo a. 
Xác định a để AM ngắn nhất 

b) Chứng minh rằng AM ngắn nhất thì AM vuông góc với tiếp tuyến tại 
M của parabol. 





Giải 





a) Ta có : M@; a?), do đó AM = (ta -3)? +a^ = va" +a?-6a+9. 
Ta có : AM? = af - 2a? + 1 + 3a? - 6a + 3 + 5= (a2 - 1)? + 3(a - 1)” + 5 
min AM? =5 ©a= 1. 
Vậy AM ngắn nhất khi a = 1, MU; 1). 
Chú ý : Có thể giải bằng phương pháp tìm cực trị của hàm số. 
b) Tiếp tuyến với (P) tại M(1; 1) có phương trình là 


d:1x= 2W+1)©2x~y =0, 


có vetơ chỉ phương ad; 2), AM = (-9; 1). 

Vì a.AM = 0 nên a LÀM. 

Vậy d L AM. 
Bài _ 

Trong mặt phẳng tọa độ cho điểm A(0; 1) và đường thẳng A:y=-I1. 

a) Tìm quỹ tích những điểm cách đều AvàA.  - 

b) Viết HP trình đường tròn đi qua A tiếp xúc với đường thẳng A và 
đường thẳng x = 


Ý 





(ĐỀ THỊ ĐH KHỐI A - 1989) 


Giải 
a) Gọi MŒx, y) là một điểm cách đều A và A. 
Vì MA = yx” +(y-1)? ; dM, A) = ly + 11: 
Vậy M cách đều A và A © \x? +(y~1)” = ly +11. 
© XẺ + (y ~ 1) = (y + 1) co XẺ = 4y, 
Vậy quỹ tích là parabol : x” = 4y. 
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b) Tâm của đường tròn phải cách đều A, A và đường thẳng x = 9, do đó tâm 
đường tròn phải nằm trên parabol xŸ = 4y và cách đều hai DƯƠNG thẳng A và 
x-9=0. 


Giả sử tọa độ của tâm I là I(xạ; yọ). 


Xộ 
Khi đó men xe Š sj (vì xổ = Xyn 


Xổ 
Khoảng cách từ I đến A : |— + 1|. 








Khoảng cách từ I đến x - 9 = 0: lxọ - 9I. 


x2 
Từ đó F Bến = ‡+(Xọo - 9). 


+1= X; - 9 © Xã - 4Xo + 40 = 0 vô nghiệm. 


Xạ =4 
Xạ =8 


lề. =|4& 


+1 =-x+ 9© Xộ + ty ~ 88 =0 c>| 


Xo z 4 = I(4; 4), R = d(I, A) = 5, ta được đường tròn thỏa mãn bài toán 
là : (x - 4)” + (y - 4)? = 2B. 

Xọ = -8 = I(—8; 16), R = d(I, A) = 17, ta được đường tròn thứ hai thỏa 
mãn bài toán là (x + 8) + (y - 16)? = 289. \ 


Bài 19 


Cho parabol yŸ = 4x. 

a) Chứng minh rằng từ điểm N tùy ý thuộc đường chuấn của parabol có 
thể kẻ được hai tiếp tuyến đến parabol mà hai tiếp tuyến đó vuông góc với 
nhau. 

b) Gọi T¡ và T; là hai tiếp điểm của hai tiếp tuyến nói ở 4), chứng tính 


rằng đường thẳng T,T; luôn đi qua một điểm cố định khi N chạy trên đường 
chuấn của pạrabol. 

o) Cho M là một điểm thuộc parabơi (khác đỉnh parabol) Tiếp tuyến tại 
M của parabol cắt các trực Ox, Oy lần lượt A và B. Tìm quỹ SE Ng ĐEN) 
của AB khi M chạy trên parabol. 

Hệ, (ĐỂ THỊ ĐH NGOẠI NGỮ HÀ NỘI - 1998) 

a) Phương trình đường chuẩn cửa pafabol A: x = -1. 

Điểm N tùy ý trên A có dạng N(-1; a). Phương trình tiếp tuyến với 
parabol qua N có dạng hệ số góc k là đ : y=k(x+l)+ a. . 

- : l y=kx+k+a 
Tọa độ giao điểm của d và parabol là nghiệm của hệ # =7 
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Hoành độ giao điểm là nghiệm của phương trình 
tkx + k + a)” = 4x ©© k? x” + 2ˆ + ka - 2)x + k? + a? + 2ka = 0 


đ tiếp xúc với parabol khi và chỉ khi phương trình này có nghiệm kép, tức 
ƒk z0 : 
à » 7. ©kˆ+ak+1=(0. 
(A' = (k? + ka - 2) - k?(k? + a + 2ka) = 0 
Với mọi a phương trình cuối cùng có hai nghiệm kị, k¿ạ thỏa mãn kị.k; = — 


Vậy qua điểm N bất kỳ trên A luôn kẻ được hai tiếp tuyến với — và 
hai tiếp tuyến đó vuông góc với nhau. 


b) Giả sử TŒx¡; y¡), T2(x¿; y¿). Khi đó các tiếp tuyến 
NT\: vy¡ =2(x +xị); NẴ¿: vy¿ = 2(x + X;¿) 
Cả hai đường này đều qua N(-1; a) nên 
Ay¡ = 2(—1 + X\); _ ay¿ = 2(-1 + X¿). 
Suy ra phương trình đường thẳng T/T; là ay = 2(-1 + x) © 2x - ay - 2= 0. 


Với mọi a, dễ dàng thấy rằng đường thẳng này luôn đi qua điểm cố định 
(1; 0). 


c) Giả sử Mạ; yọ) là một điểm bất kỳ thuộc parabol, yọ # 0. Phương trình 
tiếp tuyến với parabol tại M là yyo = 2(x + xụ). 


¬ 2 
Đường thẳng này cắt trục Ox tại A (—x„; 0), cắt trục Oy tại B|0 ¬) Do 
ŸTụ 


đó trung điểm I của AB có tọa độ là : 


x.- xen x=_-*0 : 
` X 
I SP, 2 ¿ (Vì yệ =4X) Cœ 2 =y? =-=. 
y= xe v2 y? =0 2 
Yo y?ề 4 4 


Vậy quỹ tích của ] là parabol y? = cễ từ điểm đỉnh. 


Bài l1 
Trong mặt phẳng tọa độ cho parabơl (P) : y? = 2px. Hai điểm M, N thay 


đổi trên (P) sao cho tam giác OMN vuông tại Q. Chứng minh MN đi qua một 
điểm cố định. 





.3 


Giải 


Do Ơx là trục đối xứng của (P) nên điểm cố định (nếu có) phải nằm trên Ox. 
Xét từng trường hợp tam giác OMMN vuông cân, khi đó ƠM : y = x, ON : y = -x. 


2_ 
Ta có : M:} = TK ysg sp 
W=& 
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[y? = 2pX 


Í =x= -y = 2p — MN đi qua điểm A(2p; 0). 
y=-X 


N: 


Bây giờ giả sử M, N ở vị trí tùy ý. Giả sử OM : y = kx thì ON:y=T—x 


(vì M z 0 nên k z 0). 


x 
=kx — 2 
M: Kê ,x#0Úœ k =M( hi] 
yˆ=2px gi BE k2 k / 


k 


1 
TT : 2 
N: ú TRÀ , x#Ũœ £ tt = N(2pk?; -2pk) „ 
y=-2pk / 


_ AN =(2pk? - 2p; - 2pk) = -2p( - k?; k) 


=> AM/AN = A, M, N thẳng hàng. Vậy MN luôn đi qua điểm cố định 
AQ@p; 0). 
Bài 12 

Cho họ đường thẳng du: xcosơ - y + sin”œ = 0. 


a) Chứng tỏ rằng với mọi œ, d„ luôn tiếp xúc với một parabol cố định. 


b) Tìm quỹ tích của tiếp điểm. 





Giải 
a) Thay sin”œ = 1 - cos”œ, ta có:  d„: xcosơ - y + 1 - cos”oœ = 0 
X ° 
d„:y=-| —-cosơ | +——+l1. 
.iy =-[ Teen | VỀ 


2 
Xét parabol (P) : y = Ex +1 


: 2 
Phương trình hoành độ giao điểm của d,„ và (P) là | ¬ CO8 s] = 0 luôn 


có nghiệm kép x = 2cosơ nên d, luôn tiếp xúc với (P) là một parabol cố định. 


x=2cosơ 
b) Toa độ tiếp điểm là : XẾ: -‹ 
y BC Tê, 


: . 
Do đó quỹ tích của tiếp điểm là y = mn +1,-2<x<2. 
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Bài 13 " ˆ 

Cho parabol yˆ = 8x và điểm I(2; 4) nằm trên parabol. Xét góc vuông thay 
đổi quay quanh điểm I và hai cạnh của góc vuông cắt parabol tại hai điểm M 
và N (khác điểm I). Chứng minh rằng đường MN luôn đi qua một điểm cố định. 
(ĐỂ THỊ ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG - 2000) 


Giải 














2 2 
Giả sứ M| mm), N cm), m,n z 4. Khi đó : 


— 2 _ —> 2 _ 1 
IM = so TP cớ zd| TRỤ Kẻ =a T° xi8 
8 8 








Do IM LIN và (m - 4)(n - 4) # 0 nên : 


—ẾI Xà 2 vế gề.. 
IM.IN = ——- s” +ứm 4)(n -4)=0 





m+4 n+4 





+ l1=0<© mn + 4(m +n)+ 80 =0 











8 8 

Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm M,N là : 
yn m—n y-n . 1 
=—————cB5 `" = «> 8x - (m + n)y +mn = 0 
_n mổ n^ ðx-n? m+n 
8 8 8 
“Giả sử (xạ; yọ) là điểm cố định thuộc MN, khi đó với mọi m, n ta có : 
- (80 - 4n) 





n+4 


8Xọ -(m +n)y¿ +mn =UŨ 


mmn + 4(m + n) + 80 = Ô e Jm= 
8xạ - (m +1)yạ + mn = 0 


Thanh] = (80 + 4n)n =0 


=> 8x + 
n+4 n+4 
= 8(n + 4)x; + (80 - n”)y„ - (80n + 4n”) = 0 Vn 
© (-yo - 4)n? + 8(xạ - 10)n + (32x + 80yạ) = 0 vn 
=Yo-4=0 
© 4Xạ -10=0 = | 
32x; + 80yọ =0 : 
Vậy MN luôn đi qua một điểm cố định là (10; -4). 
Bài 14 
Cho prabol y = x” và đường thẳng y = mx + 1. Chứng minh rằng khi m 
thay đổi đường thẳng luôn luôn cắt parabol tại hai điểm phân biệt A và B. 
Tìr: quỹ tích tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB khi m thay đối (O là 


gốc bọa độ). 
- (ĐỂ THỊ ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG CƠ SỞ 2 - 2000) | 


X%o =10 
Yọ = -4 










-Giải 
Hoành độ giao điểm của parabol và đường thẳng là nghiệm của PHƯNG 
trình x? = mx + 1 © xŸ - mx - 1 = 0. 


Vì A =m? + 1> 0; VYm nên đường thẳng luôn cắt Parabol tại hai điểm 
phân biệt Á và B, có tích các hoành độ bằng -1. 


Gọi A(a; a”), B(Œ; bŸ). Do A và B thuộc đường thẳng nên : 


° la? =ma+l1 a - bŸ = mía -b) ä+b=m 
bŸ =mb+1 {a2 +b2 =m(a +b)+2  Ja?+b? =m2 +2 


|ab = —1 -  lab=~—1 ab = —1 


Phương trình OA : y = ax — phương trình trung trực của OA là : 
8 








NI” TW 
Phương trình OB : y = bx Phương trình trung trực của OB là : 
-_ + #ó bŸ+ b. 
và: 2 
Tọa độ tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB là nghiệm của hệ : 
? sa 
Wa se x= _ 8b(a + b) ` Nào 
a 2 2 2 _ 9v! 
c 5 ö © : =y=2x +1 
z 1 b2+]1 _a +bf+ab+l _m°+2 
„=E 5. quan, 2 
Vậy tập hợp tâm đường tròn ngoại tiếp AOAB là parabol : y = 2x” + 1 
D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỀ LUYỆN TẬP 


01. Lập phương trình của parabol có đỉnh là gốc O và chắn trên đường thẳng 
y =x một đoạn dài 42. 
ĐS : y = +4x, x” = táy. 
02. Viết phương trình parabøl biết tiêu điểm F{(3; -1) và đường chuẩn. 
A:x—-2y+1=0. 
ĐS: 4x” + yÌ + 4xy - 32x + láy + 49 = O. 
15 T) 


2 
08. Cho parabal (P) : y = ch và điểm A[ TS : 


a) Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm Mi|~h ;) và vuông góc 


với hai tiếp tuyến của (P) tại MỊ. 
b) Tìm tất cả các điểm M trên (P) sao cho AM vuông góc với tiếp tuyến 
của (P) tại M. 
(ĐỀ THỊ ĐHQG TP. HCM - KHỐI A - 1997) 
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ĐS: a)x+ Si b) [-a 3) š:2) [-š: 3): 
2 2 2 8 2 8 


04. Cho parabol yˆ = 2px. Gọi FK là khoảng cách từ tiêu điểm t đến tiếp 
tuyến Mt của parabol tại M. Chứng minh rằng FK” = : FM. 


05. Cho parabol (P) : y? = 2px. Gọi Mạ, M; là bai điểm A. (P) có hoành độ xị, xạ. 
a) Lập phương trình đường thẳng M;M;. Chứng minh rằng điều kiện cần 
và đủ để MM; đi qua tiêu điểm # của parabol là yạy; = -pỶ. 
b) Trong trường hợp MỊM, di qua F, chứng minh tiếp tuyến tại M; và M; 
vuông góc với nhau. 


ĐS:a) 2|x-3#]- (y¿ + y¡XYy - y\))= 0Ô 


8G. Cho parabol (P) : yˆ = 4x. Đường thẳng d đi qua tiêu điểm F của (P) cắt 
(P) tại M,N. Tìm tập hợp trung điểm I của đoạn MN. 

Đ6S: yˆ= 2(x - 1). 
07. Trong mặt phẳng cho parabol (P) : = 2px, p > 0, có tiêu điểm F và 
đường chuẩn A. Tiếp tuyến d của (P) tại M cắt Oy, Ox lần lượt tại I, N; d cắt 
A tại E. 

a) Chứng minh I là trung điểm của MN, FI 1 d và điểm đối xứng của F 
qua Ï nằm trên A. 

b) Đường thẳng qua F vuông góc với Ox cắt D tại L. Chứng minh FK = FL. 
08. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm F(1; 0) và một điểm thay đổi M(-1; m), m e R. 

a) Với mỗi giá trị của m hãy viết phương trình đường trung trực A của ME. 

b) Tìm những diểm trên mặt phẳng không thuộc đường thẳng A nào. 

c) Chứng minh đường A luôn tiếp xúc với một parabol cố định. 

ĐS:a) 4x - 2my +m =0; b) (x;y) ly? < 4x]; c) yˆ = 4x. 
i99. Trong mặt phẳng cho parabol (P) : y” = 2px, p > 0. 

Điểm M chạy trên (P) (khác đinh -của parabol). Gọi N, K lần lượt là kÌnh 
chiếu vuông góc của M lên Ox, Oy. Chứng minh rằng : 

a) Đường thẳng qua K, vuông góc với OM đi qua một điểm cố định. 

b) Đường thẳng qua K vuông góc với NK đi qua một điểm cố định. 

c) Đường thắng NK luôn tiếp xúc với một parabol cố định. 

ĐS: a) 2p; 0); b)(2p;0); c)y” = -8x. 
10. Trong mặt phẳng cho parabol (P) : y” = 2px, p > 0. Một đường thẳng di 
động d cắt (®) tại M và Ñ, cắt Ox tại I. Chứng minh rằng : 

a) XI” = Xw.XN 

b) Nếu AOMN vuông tại O thì xwxn = 4p” và d đi qua một điểm cố định, 

ĐS: b)(Q2p; 0). 
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Phần 2. HÌNH HỌC GIẢI TÍCH TRONG HHÔNG GIAN 


Chuyên đề 7 : VECTƠ TQ ĐỘ TRONG KHÔNG GIØN 


A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 
1. TỌA ĐỘ CỦA ĐIỂM / 
¬ © —- Ì 

MŒGx; y; z) đối với hệ tọa độ |bseisj) 
M(x; y; z) © OM = xe¡+ yes+Ze©a. 

2. TỌA ĐỘ CỦA VECTƠ 

sả —~ —- —- = 

® ca =(a¡;a¿$a¿;) © a=ai©i+aa©a+a›©a. 
e© Với A (xạ; yạ; zA) và B(xụ; yn,zn) thì : 


— 


AB= (Xp - Xa; YB — YA; ZB — ZA). 
3. CÁC PHÉP TOÁN VỀ VECTƠ 


Cho a = tụ âu; 8a), Kè (bị; bạ; bạ), k e R, khi đó : 





a + b = (ai + bị; a; +bạ; aa # bạ). 
- ai = kbị h 8 ả 
® a=kb<e a; =kbạ © =©= S2 =—Š 
1 bạ bạ 
aa = kba 


Nếu a = k.b : hai vectơ â và b được gọi là cùng phương, ký hiệu a// b. 


H Chú ý : Vectơ 0 được coi là cùng phương uới mọi 0ectơ. 


ai = bạ 
—- — 
°® a=b © {da;=bạ. 
aa = bạ 
4. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ. 
¬> © 


« ca.b=lal Ibl cos(a.b) 
Oh6 ä (Ai; 8z; 8a), bé (bị; bạ; bạ) 
a.b = aibi + a¿b¿ + aaba. 

° Lai = vjaj ai +a) 


| AB |= \(xp - xạ)? +(ypg -ya) + (Zp -_x} : 
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{ 


ẤT a- b aibi +aaba+a,ba 


e cos(a,b)= : 
[af.Ibi j"..: -/bŸ + bệ + bỹ 








_— 


_> 
° HBP @'2.b = 0 ©anb; + a›¿b¿ + a;ba = 
5. ĐIỂM M CHIA ĐOẠN THẲNG AB THEO TỶ SỐ k # 1 


* ABak.B œ s0. ð „ Đã- ÉBB 





1-k 
Tọa độ của M : {ym -la 


e M là trung điểm của đoạn AB © k = -1 © MÃ = -MB 


XA †Xp VYA†+Yn ,ZA †Zn 
3g” 8 7” 8 





(XM; YM; ZM) = 
6. TÍCH CÓ HƯỚNG Ah HAI VECTƠ 


= (ai; a;; aa), b= (bị; bạ; bạ) 


Tích có hướng của hai vectơ 8 và. b là vectơ € có tính chất : 




















— a;s ai laa a| lay a mỳ 
e« c=(c;cs;c)= ||? 5l; 3 1, 1 2Í kíhiệu c= a A b. 
bạ bại |bạ bạ| |bị bạ 
,.— ¬ ¬ E=BADP 
e Nếu a,b cùng phương thì ce=aAb= 
° e La, cLb - 
sa. b 
c theo hướng tạo nên tam diện thuận 
_- ¬ 7© 
(a,b,c ) (xem hình vẽ). 
glvleTa.fefaTebtsisfa-b) 


đ 
= diện tích hình bình hành có cạnh là la l và Ib 


se Cho tam giác ABC : S;apc= 





(A5 ^ A6], 
2 


°'a, b, m đồng phẳng © (ä ^b). m =Ö. 
hình hộp ABCD ABŒD': Vạscoagep =(ABA AD),AA”. 
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7. MỘT SỐ HỆ THỨC THƯỜNG GẶP 


Với ba. điểm O, A, B bất kỳ, ta có : 


AB = AO + 0B (hệ thức Chasles) 


AB = OB- OA. 
AB = -BA. 


M là trung điểm của đoạn AB, với O bất kỳ, ta có : 


Cho hai vectơ BÉ (ai; 8a; 8a), b« (bị; ko bạ) không cùng . 
a, b, P đông phẳng © 3m, n e R: c=ma +nb 


CỊ = max +nby 


c=ma ¿nb œ cạ =ma; +nb;. 
cạ =ma¿ + nhạ 
G là trọng tâm của tam giác ABC © GA + GB + GC = 0 


c VỚI, OG = 2(OÄ + OB + OC) 


G là trọng tâm của tứ diện ABCD GA+GB+GC+ GD = 0 


© VvO, OG = 2(OA + OB + OC + OD), 


. CÁC BẤT ĐẲNG THỨC 


Cho aA= (ai; Bạ; 8a), b= (bị; bạ; bạ). 
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¬ - - 
la+bl<lal+lbl 


_ - 
Dâu "=" xảy ra khi a và b cùng phương 


(a, + bị} +(a; + bạ) +(aạ + bạ)” < ja? +a2 +aÿ + \/bị + bộ + bổ 
(bất đẳng thức tam giác) 
Ia.b† <lal.Lbl 


_¬ ằ- 
Dấu "=" xảy ra khi a, b cùng phương. 


© lai bị + a;bạ + a;bạ| < vai + a2 +45 +x/b‡ + bệ + bệ 


© (anbi + a;b¿ + agbạ)” < (a? +a2 +a3)(bỷ + bệ + bị) 





B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấn đề 1 : CHỪNG MINH CÁC HỆ THỨC VỀ VECTØ 
A. PHƯƠNG PHÁP 





e© Dùng quy tắc ba điểm để biến đổi : AB = AO+ OB, AB+ OB ~ OA. 





* ÄBSH~: 

° 8.b,E đồng phẳng © 3m,neÑ: a=mb+ne, 

« ca/b œ3keRÑ:a=kb, 
Mà trung điểm của đoạn AB : với O bất kỳ ta có : OM==——”. 
—--.ằaxmx_xt&q,ấxmấấmấméyun 
Ví dụ 1 






Trong không gian cho tứ diện ABCD. Chứng minh rằng : 
AC + BD = AD + BỒ. 






Giải 


Ta có : AO = AD+DC 
BD = BỞ + CD 
ú AC + BD = AD + BỔ + DC + CD c AC + BD = AD+ BC+ 0 
X———— 
0 
Vậy AC + BD = AD+ BC : 
Tố “` =.Ê.—=.-.—< 
Cho tam giác ABC với G là trọng tâm và một điểm M trong không gian. 
Chứng minh : MA” + MB” + MC” = 3MG” + GA” + GBỶ + GC'. 


Giải 








—y2 — — 2 —+2 _—2 _——. —— 
MA? = MA - [Mỏ + GẢ) =MG +GA +2MG.GA 
—2 —> — 2 se 2 y2 ==y Sóc} 
+ MB*= MB - [Mỏ + 68) =MG +GB +2MG.GB 
' —2 —. —2 —>ˆ2 —> —> 
MC? = MC - [mẻ« cở) =MG +GC +2MG.GC 
_ x3 _x„2 — -3:2 -Ÿ_2 — _— ——>* _ 
MA? + MB + MC? = 3MG +GA +GB +GC +2Mö | GẢ + GỖ + GẺ] 
0 
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tuổi cv y8 
MA? + MB? + MCˆ = 3MG +GA + GB +GC +0 


Vậy : MA? + MB? + MC? = 3MG” + GA? + GB? + GC”. 
Ví dụ 3 | 
Gọi A, B, C' lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB của tam) 
giác ABC. Hãy tính giá trị của biểu thức : | 


BẺ.AA' + GẢ.BB + AB. CỂ:. 






Ta có : BC.AA" = BH 


Do đó : BC.AA' + CA.BB + AB.CC = 
3| BG.AB + BỞ A€ + OẢ.BẢ + B + AŠ CẢ + AB Cổ |= 0 


—> 


vì: BỞ =-CB , AC =-CÁ , BA =-AH. 


Ví dụ 4 
Cho tứ diện ABCD. Gọi E, F, I lần lượt là trung điểm của AB, CD và EF. 






a) Chứng minh rằng IA + IB + IC + ID =0. 






b) Với điểm M bất kỳ trong không gian, chứng minh rằng : 
4 MĨ = MA + MB + MẺ + MD : 





Giải 
a) Ta có: E là trung điểm của AB © IA + IB=2IE. 
F là trung điểm của CD © 1Œ + ID =2. 
De đó IA + IB + IC+ ID =9(IE+ IF)=2.0= 0 
b) Với M'là một điểm bất kỳ, ta có : 
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IÃ = MÁ- MĨ 


IB = MB- MĨ 
+ ~—_ a9 

IC = MC - MĨ 

ID = MD- MĨ 











0 = MÃ + MB + MC + MŨD - 4 MĨ (vì : LẠ + 1B + IC + ID =0) 
Vậy 4 MĨ = MÃ +MB + MC +MD. 


Vấn đề 2 : TÌM TỌA ĐỘ CỦA VECTØ VÀ CỦA ĐIỂM 
A. PHƯƠNG PHÁP 









¬ ¬ ©œ 


>>. 
e Muốn tìm tọa độ của một vectơ x trong hệ tọa độ (eioea.ei] , ta tìm 





= 


—- —~ —- 
cách biến đổi đưa về dạng x = x;e¡ + X;e; + xe. Bộ ba số thực Œị; x¿; xạ) là 
tọa độ của vectơ x. 

e Tọa độ của một điểm M là tọa độ của vectơ OM đối với hệ tọa độ là 


(Geiese] nghĩa là tìm cách biểu thị vectơ OM dưới dạng : 


—- 


_— —- - 
OM = xei+ yeạ+zeạ ©M = (x; y; z) 
(x; y; z) gọi là tọa độ của điểm M đối với hệ trục tọa độ đã cho. 


e Trong quá trình biến đổi ta cần chú ý sử dụng các tính chất. của các 
phép toán vectơ đã nêu trong phần tóm tắt lý thuyết. 


B. VÍ DỤ 
Ví dụ l. 
Trong không gian Oxyz cho ba điểm :A(1; 0; -2), B(2; 1; -1), C(1; -2; -2). 





a) Tìm tọa độ của vectơ BC và tính độ dài đoạn BC. 
b) Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC. 
Giải 





a) BỂ= (1 - 2; ~8 - 1; -2 + 1) = (1; -3; -1) 


| BC | = (C12 +(-3? +(19? = V11 





b) G là trọng tâm của tam giác ABC GA+ GB + Gề = 0 








XaAe#+Xp+Xc l+2+l 4 

Xe@~ = =. — 

3 3 3 

vQ~ŸA t8 tực 011<2_ 1 

. 3 3 3 

ZA †+Zp +Zc —93-1-2 5 

Zq = = =— =~— 

3 3 3 
Vậy G ca  — : 
3 3 3 





Cho ba vectơ sị = (2; -B5; 3), b = (0; 2; —-1), E =(1; 7; 9). 


a) Tìm tọa độ của vectơ d=4a- brậc, 


b) Tìm tọa độ của vectơ e =a-4b-2c. _ 
Giải 
a) 4a =(8; -20; 12) b) a =(2;—5; 3) 
seb3i0< EP -4b = (0; ~8; 4) 
8. 8g „ 
s ~2c =(-2; - 4; 4) 
3c=(3; 21; 6G) Trang 
= ụ e =(0; 97; 3) 
d=[M: s¡ 182) : 
Ví dụ 3 







¬ 

Tìm tọa độ của vectơ x 
_ —- Ề =. 

a) a+x=0 Với a 
¬> Ằœ >- 

b) b+x=4b với 


> ¬> ằẰ— 
c)m+2x=n với 





Giải 


> 


a) x=-a, do đó x =1; 9; ~1). 


bì q=ấb, đồđể x=(0:-E:8) 


. Ta có n~m = (-3; -9; 4). 


Vấn đề 3 : CHỨNG MINH BA VECTƠ ĐỒNG PHẲNG HOẶC KHÔNG ĐỒNG PHẲNG 
A. PHƯƠNG PHÁP 













e Muốn chứng minh ba vectơ a,b,c đồng phẳng ta chứng minh có hệ 
thức : a =mb+nc trong đó b và c không cùng phương. 

e Muốn chứng minh ba vectơ a,b,c không đồng phẳng ta dùng phương 
pháp phản chứng, giả sử chúng đồng phẳng nghĩa là có hệ thức a = mb+nec 
trong đó b và c không cùng phương. 

Sau đó chứng tỏ rằng không tồn tại đẳng thức trên (tôn tại là vô lý). 
R. VÍ DỤ 
Ví dụ 1 














Trong không gian Oxyz cho ba vectơ : a = (2; 3; 1), b = (5; 7;0), c =(; -2; 4). 
a) Hãy chứng tỏ rằng ba vectơ a, b , e này không đồng phẳng. 


b) Cho vectơ đ= (4; 12; -3). Hãy phân tích vectơ d theo ba vectơ không 


đồng phẳng a, h, RẺ đã cho. | 


Giải 





a) Ta dùng phương pháp phản chứng. Theo giả thiết b và c không cùng 
hương vì : z : # ) 
: 8 ng Á 


Bi VAN chớ : „ F — —- —- 
Giả sử a, b, c đồng phẳng, nghĩa là a = mb +nc. 


¬ 


Thay tọa độ của các vectơ a,b, € vào ta được hệ 3 phương trình với 2 ẩn 
là m và n: 
Í2=5ðm+3n (1) 


1 
= ñm.- 9n Vu 1 
R) mm:- 2n (2) (2) và (3) " Á 
1=á4n (3) 
5 
Thay các giá trị của m và n vào (1) ta có : 
q1)=>23z 5 + ñ Vậy hệ phương trình vô nghiệm, nghĩa là không tôn tại 


hệ thức a = mb+ n e . Do đó, ba vectơ : a,b, e không đồng phẳng. 


„” 


b) Ta tìm các số p, q, r sao cho đe H814 Le 'Ta có : 
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4=2p+5ðq+3r  Íp=l 

- ¬ 5  — 
12=ä3p+7q =2r©4¿q=l d=a+b-c. 
=ä3=p+0+ár r=-l 


Ví dụ 2 






Trong không gian Oxyz cho ba vectơ :8 =(1;2;3), b= (4; 5; 6), e = (2; 1; 0). 
Chứng tổ rằng ba vectơ # b, c đông phẳng. . 
Giải 


Ta nhận thấy hai vectơ ñ và b khẳng cùng phương vì 


* 
@ịj 0 


Sự 
4 


>5 
Muốn chứng minh a,b,c đồng phẳng ta cần tìm hai số m và n sao cho 


sŠ 
c=ma+nb. 


2=m+án --8 
Theo giả thiết ta có : l = 2m +õn © P án 
|0 = 3m +6n _ 


‡} 


Do đó c=2a+b, nghĩa là ba vectơ a,b,c đồng phẳng. 
Ví dụ 4 


Trong không gian 0xyz cho bốn điểm A(1; 1; -2), B(4; 0; - 1) C(-1; 7; 0), 
D(0; -2; - 4). 


Chứng tỏ rằng bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên một mặt phẳng. | 
Giải 











Ta có : =(3;-11), AC=(-2; 6, 2) 


và AC không cùng phương vì 5 # _. 


rồi rà 


AD = (-1; -8; -2). 
Muốn chứng minh bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên một mặt phắng, ta 
chứng minh ba vectơ AB, AC, AD đồng phẳng nghĩa là tồn tại hai số m, n 


sao cho :AD =m AB +nAC. 


-1=3m-2n 
-_— ở 
Ta có -3=-m+6n) |8 "g 
=> 
8 ng g3 Ì 6 
m=—— 
8 
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Do đó AD = 8 AB- : AC = 3 vectơ AD, AB, AC đồng phẳng. Ta suy ra 


bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên một mặt phẳng. 


Vấn đề 4 : CHỨNG MINH CÁC TÍNH CHẤT HÌNH HỌC 
e Chứng minh ba điểm A, B, C thẳng hàng. 
e Chứng minh hai đường thẳng song song. 
e Chứng minh hai đường thẳng vuòng góc. 

A. PHƯƠNG PHÁP 


e Muốn chứng minh ba điểm A, B, C thẳng hàng, ta chứng minh : 











AB =kÀÊ, 


e Muốn chứng minh hai đường thẳng a // b, trên a ta lấy vectơ AB và 
trên b ta lấy vectơ CD rồi chứng minh AB = kCD. 


e Muốn chứng minh hai đường thẳng a 1 b, trên a lấy vectơ AB và trên 
b ta lấy vectơ CD rồi chứng minh AB.CD = 0. 








Giải 
- Hai điểm A, Ö nằm về hai phía khác nhau của mặt phẳng Oxy vì za = 6 
và zp = ~2. Do đó, khi ba điểm A, M, B thẳng hàng ta có AM + MB ngắn 
nhất. 


A,M,B thẳng hàng © AM =kAB 
Ta có : M(x; y; 0) vì M e mp Oxy 


— 


AM =(x+l;y-6,0-6) 


AB = (4; -12; -8) 








+- ng x+l y6 -6 
AM =kAB i “mm cổ 
x=2 
©<y=-3 
z=0 


Vậy : M(2; -3; 0). 
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Ví dụ 2 
Cho hình hộp xiên ABCDABCTD'. Hãy tìm điểm M trên đường chóo, 
của mặt đáy ABCD và điểm N trên đường chéo CD của mặt bên CDDC' sac 


cho MN // BD'. Khi đó tính ĐỒ, 
TBxxbiebicaitiibpeoe ›› RE DEN. _. 
Giải 





Đặt : BA <8. BB'=b; BŨ =e 
Ta số : BW =n+h+ 6, 
Vì MN //BD nên ta có: 7N =kBD' 
hay MÑ=k(a+b+c) = ka+kb+ke — 
Mặt khác ta có : MN =MC+ CC + CN 
Giả sử : MẺ = nAC =Hif@ = EN CN= mŒD = tiÝa~ b} 
Do đó : MN =nAU +CC + mŒ'D với CƠ =BB =b 


MN = ñfo= qảa bè nÈg= b). 


Vậy ` MN =(m-n)a+(1-m)b+nc (9), 
So sánh (1) và (2), ta c4 hệ 3 phương trình 3 ẩn. 





l „1 
m—n=k n 
i1-m=ke&¿$n K. 
n=k B 
n=— 
3 
ca của dne 
Vậy MC =nAC = Ehuàn 
ƠN =mŒD = ạCD 
Như vậy các điểm M và N đã được xác định trên AC và CD. 
Dơ MN = kBD - 1B nên ta có bu Ệ G hay TU 
Bộ 8E THẾ —- BD 3 


BD' 


Ví dụ 3 






Cho hình lập phương ABCDABCTD' cạnh a. Gọi M,N lần lược là trung 
điểm của AD ) và AB. Chứng mình MN 1 AC. 
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Giải 
+ s3 3Ì 


Chọn A làm gốc tọa độ và với hệ tọa độ |Aieisiie 


trong đó Ẳ =AD,e; =AB : e 2.AÂ'. 
Ta có: A(0;0;0), D(a;0,0),- 
B(;a,0), A'(0;0; a), C 
C(a;a;,0), B(0;a; a). 





M là trung điểm của AD nên MÍỗ: 0; °|, 


N là trung điểm của AB' nên N[b5:2 | 
7 


và AC= (a; a; 0) 


2 5 


Ta có : MN.AC = - + y†00. Vậy MN L AC. 


Vấn đề 5 : CHỨNG MINH CÁC BẤT ĐẲNG THỨC 
A. PHƯƠNG PHÁP 


Sử dụng các tính chất : 













_> 


Ki 


z4 


LÍ 

















-i 





— -—, ¬ - -+? ... Ị 
«Ổ lul+lvi>lu+vl. *“ nwW x|nl1.|wl. 
B. VÍ DỤ 
Ví dụ 1 
lFSS”. fšpE7GhSblN 


số thực cho trước. 


Chúng minh bất đẳng thức: a + b+c< \3(a? +h?+e?2 





Giải 
Đặt từ (a; b; c), ve (1; 1; 1) trong hệ trục tọa độ Oxyz. 
Ta có : uy s lui.lvl 
Hay a+b+ec< va? +bŸ +eP 12 +12 +1Ê, 
Vậy a+b+c< V3(a? + bề +c?). 
Ví dụ 2 
Với x là một số thực. Chứng minh rằng : 
<3. 


sin x + j2 -sin? x + sin xV2 - sin” x 


với a, b, e là ba 
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Giải : 
Trong không gian với hệ tọa độ vuông góc Oxyz, cho các vectơ : 
ø: (Si É V2-sin? x), bq; vV2-sin? x ; sinx). 
Ta có B8; = sinx + V2-sin? x + sinx V2 -~ sin? x 
và lalIblz vsin? x+1+2- sin2xjl+2—sin2x+sin2x ^ 


>'Ín1//b1<3 


Vìls.bl<la1,†bI nên ta có ; 

| sinx + V2-sin? x + sinx 2-sin?xI <3. 
Ví dụ 8 
Với a, b, e là các số thực, chứng minh rằng : 
a) va? + bề +e? + V3 >(1—a)2 +(1— b)2 +(1—e)Ê, 


b) (a +b + c)} < 8(a? + bẺ + c?). 










Giải 
a) Trong không gian với hệ trục tọa độ Đẻcác vuông góc Oxyz, cho các vectơ 


w >@M si :b;c ¬ ¬_ —> 
u (a;b;c) =v-u=MN =(1 - a; 1- b; l~c) 


v=ON=(;1;1 


> JMÄL 


Do đó : va? +b2?+c? +3 > ⁄/(1L-a)° +~b)? +(~e)?, 


Ta có 





b) Với u =(a; b; €), v = (1; 1: 1), ta có (u.vỆ su?vŸ 
hay (a +b + c) < 3(a? + bỶ + c?). 


C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 
Bài - 











Cho tứ diện ABCD. Trên các cạnh AB, BC, CD, DA người ta lần lượt lấy 
các điểm A', B', C, D' sao cho với một điểm O trong không gian, ta luôn luôn 


có đẳng thức : OA”+ OB' + OC' + OD' = OA + OB+ OC + OD. 





Chứng minh rằng khi đó ta có : AM, = BE. = cơ. = DD. 


AB BC CD DÀ. 


Giải 


Theo giả thiết ta có đẳng thức : 





OA“+ OB' + OC' + OD' = OA + OB + OC + OD 





c> (OÄ” - OA)+ (OB' - OB) + (OC' - OC) + (OD' - OD) = 0 





© AA'+ BR +CC + DD' = 0 q) 





Giả sử AA' = kAB, BB' =/BC, CC' = mCD, DD' = nDÄ. 
Từ (1) => kAB +IBÊ + mCD+nDÀ = 0 
© kAB+/(AC - AB) + m(AD - AC) -3 De" 
©(k ~H.ÁPE+ - nó AO «ba. <vi9 XD = 6, 
Vì ba vectơ AB, AC, AD khiàng dũng phẳng và khác 0 nên ta có : 


k-/=/-m=m-n=0. 
Do đó: kz/¿=m=n 


Bài 2 
Ị . * xổ À Z ` 
Cho tứ diện ABCD. Gọi A, B, C, D' là các điểm lần lượt lấy trên các 
đoạn AB, BC, CD, DA sao cho : 






A'Á =kA®, BB = kBÓ, CC =kŒD, DD = kDD. 
a) Chứng minh với điểm O bất kỳ trong không gian, ta luôn có : 
OA + OB + OC + OD = 0A" +0B' +OŒ: +0P, 
b) Với k = -1 ta được A'BCŒTD' là hình gì ? 
Giải 
a) Từ hệ thức A'A = kA'8 ta có điểm A' 
chia đoạn AB theo tỉ số k nên : 
OÄ - OA' = k(OB - OA”) 


Do đó: OA(1-k)=OA-kOB 
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Tương tự ta có : 





ð#-9B-k0U. gể. OC - kOỔ, " OD - kOA 
1—k — <k 1-k 


OA + OB + OC + OD - k(OA + OB + OC + ÔD) 
1-k 


OA+ OB'+ OỞ + OD' = 


_ (DA+ OB+ OC + ODM1 -—k) 
= : 
Vậy : ÒA" +OB' +0C +OD' = OA + OB + OC + OD. 
b) Với k = -1, ta có A', B, C, D lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, BC, 
CD, DA. Khi đó ABCD' là một hình bình hành vì có AB' /DC' / AC và 
AD/B8C/BL.- 











Bài 3. 
Cho hình lập phương ơng ABCDAT' CD có cạnh bằng a. Goi M, N lần lượt là 
trung điểm của các cạnh AD và BB'. Chứng minh rằng: MN. MN 1 AC. 


Giải 


Chọn hệ trục tọa độ có gốc là A và các vectơ : 
! 


> ——> _* — 


e¡¿= AD ,e = AB, Xc : AA“ 
Tacó: A(0;0;0), D(1;0; O0), 
B(0;1;0), C(1; 1;0) 


A' B' 


f1 b 
A0; 0; 1), MỈ; :0:0), 
| 3 ) 





— / 1. 1Ì "m-- 
MỸ = (TS i2 MMAC<-241+2 s0 
đập: cˆỹ 3` 3 
AO=Œ; 1; ~Ð k- Y0 0 20) 
Bài 4 
Cho hình hộp ABCDABC'D. Gọi P, R lần lượt là trung điểm của các 
cạnh AB và A'D. Gọi P, Q, Q, R lần lượt là tâm của các hình bình hành 
ABCD, CDD'C, ABCD', ADD'A. : 
a) Chứng minh rằng PP'+ qQ' +RR'= 0. 
_ b) Chứng minh rằng hai tam giác PQR và PQR có cùng trọng tâm. 
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a) Ta Có : PP =AD 
Qđ =- 1DÄ' 
2 
a7 1 Rưt 
RR =—AA 
2 





PP'.+QQ'+RR' = S(AD +DA'+AÄ) =0 
b) Giả sử G là trọng tâm của tam giác PQR, 


_—— 


ta CÓ : GP+GQ+GR =0 





Mặt khác : GP' = GP + PP 

GQ' = GQ+QQ7 

GR' = GR + RR' 
GP'+ G6” + GR' = GẺ + Gồ + GẺ + PE'+ Q67 + RR-. 
0 


—— 


—> 


=0 = 
Do đó : GP'+ GQ '+GR =0 và ta suy ra; G cũng là trọng tâm của tam 
giác PQ'R'. 
Bài ð 





Cho C là một điểm thuộc đoạn thẳng AB sao cho ế — Chứng minh 
n 






rằng với O là một điểm bất kỳ trong không gian, ta luôn có : 





























9C =5--0Á+< 5D, 
1m + 1ì 1m +1 
Giải 

Theo giả thiết : Ạ C B 

xc- 

CB n AC+CB m+¬+n 
Do đó : kL ING... PT. V6 AB 

AB m+n m+n O 
= OC- OA = —!_(QB - OÄ) với O là một điểm bất kỳ. 

: m+ư1n 
= OC2=OA—-- —0A+— —0B = O00=- OA + OB. 
1m +1 ï I1n+1m m+mn1n 


m+n 
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Bài 6 
— Cho ABCD và AB'CD' là hai hình bình hành trong không gian có chung 






một điểm A. Chứng minh rằng các vectơ DD,, BE ,C' đồng phẳng. 


Giải 
Ta có : BB' - BA + AB' 


DP' = DÄ + AD' C 





BB'+ DD' = (BẢ+DA)+(AB+AD) (1) 
ABCD là hình bình hành nên ". 
BA=CD và ABCD' cũng là hình 
bình hành nên AB' = DẺ.. Thay các 
kết quả này vào (1) ta có : 
BB'+ DD'= CD + DA + D'Ẻ' + DA = cơ 
—— —— 


—> AC 
CA 


Vậy : BB'+ DD' = cơ: (2) 
Hệ thức (2) biểu thị ba vectơ DD', BB, cơ đồng phẳng. 
Bài 7 
Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba điểm : A(1; 2; -1), B(-4; 7; 5), 


C(2; -1; 3). 
a) Chứng tỏ rằng ba điểm A, B, C không thẳng hàng. 
b) Đường phân giác trong tại đỉnh C của tam giác ABC cắt cạnh AB tại 


M. Tính độ dài đoạn CM. 










Giải 


— — C(2; -1; 3) 
a) Ta có : AB =(-5;5;6), AC =(1;-3; 4) 
và nhận thấy - : # KP, z vả nên 
1 -38 4 
AB và AÓ không cùng phương - 
nghĩa là ba điểm A, B, C k>.ng Aq;2;-1) M B(-4, 7, ð) 
thẳng hàng. 
`*b) Ta biết rằng đường phân gi¿e rong của một tam giác chia cạnh đối diện 
: MA CA 


a hai đ tỉ lệ với độ dài hai bên tương ứ hĩa là : —. 
ra hai oạn tỉ lệ với độ dài hai cạnn bê ng ứng nghĩa l: MB CB 
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Ta có: CA =l CAI =(1-9)° +(2+1)P +(~1~-8)2 = v26 
7m... hề - 104 


26 
Vậy : 
bá on “ \ìoa ˆ . 





Ta có hệ thức MÃ = kMB với k=-— 2 MA và MB ngược hướng). 
1 
1-|--|.(-4 
` kép _ l tị ˆ lp 8 
MÔ 1p 1m. 3 3 
Ạ 2. 
1 7 
ủ >-(-2]n 2+.- 
Ta có M  ... = 2.11 
° '-[-3] 3 3 
2 2 
1 3 
-l-|--|5 = 
sốy bn TT gu 
G 1-k l= _.- 3 
2 2 
Tọa độ điểm MÍ-5: Â, } 
3 3 
ca ? 2 
CM = | CM | = -š~?) l1) +(1-8= 1} J64+196+ 3 =— 
3 3ä 3 
Độ dài đoạn CM là :CM = 2%, 


Bài 8 
Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba điểm A(1; 2; 4), B(2; -1; 0), 
C(-2; 3; -1). 

a) Chứng tỉ ba điểm A, B, C tạo thành một tam giác. Gọi M là điểm có 
tọa độ (x; y; z). Tìm điều kiện để bốn điểm A, B, C, M đông phẳng. 
b) Tìm tọa độ điểm D biết rằng ABCD là một hình bình hành. 
c) Tìm diện tích hình bình hành ABCD đó. 












Giải 
AB =(; 8; =4 = 
a) lu n, 3#. *SsẰA8 và AC không cùng phương. 
AC =(-3; 1; ~5) 


Vậy ba điểm A, B, C tạo thành một tam giác. 
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Ta có: A,B,C, M đồng phẳng <> AM = mm AB &#.ÄO 


x-l=m-äðn q) 
© 4y-2=-äm+n (2) 
z—-4 = -4m -ñn (3) 


x+ây-7, ĐH dx—-y 5ð 
--8 ' -8 
Thay các giá trị tìm được của m và n vào (3), ta có : 
x+ây ~T „ 5(8x- y =5) 
2 8 
Vậy điều kiện để bốn điểm A, B, C, M đồng phẳng là có hệ thức : 
19x + 17y - 8x - 21= 0. 


Từ (1) và (2) ta suy ra :m = 


z_-4= © 19x + 17y - 8x - 21 =0. 


b) ABCD là hình bình hành AB = DC. Giả sử D(%p; Vp; Zp) 
l1=-2-*Xp Xp =—3 
© -3=ä-Vyp ©‡Yp=6 
-4=-l-#p- |Zp =3 


€) s= AB A AC. Ta biết rằng |s| = điện tích hình bình hành ABCD : 
HC liệu Bộ: lÝ Ra THIỆP Bu = (19; 17; 8) 
1 -—ỗ |=ỗ -3 |c3 1 











Do đó : |s| = V192 +17? +82 = 361+289+64 = V714 đvdt. 


Vậy diện tích hình bình hành ABCD là |s| = V714 (đvdt). 
Bài 9 | 
.Cho bốn điểm A, B, C, D tùy ý. Hãy chứng minh : 

1ì. nh. | 
Hệ thức trên là đẳng thức Euler, hãy dùng hệ thức Euler để chứng minh : 
e Ba đường cao của một tam giác đồng quy. 


e Nếu một hình tứ diện có hai cặp cạnh đối vuông góc thì cặp cạnh đối 
| còn lại cũng vuông góc. 


Giải 








AB.CD = AB.(AD - AC) = AB.AD- AB.AC 
AC.DB = AC.(AB - AD) = AC.AB- AC.AD 
AD.BẺ = AD.(AC - AB) = AD.AC- AD.AB 
Cộng từng vế ba đẳng thức trên, ta có AB.CD = AC.DB + ADBC =0 là 
đpcm. 
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- Trong tam giác ABC gọi D là giao điểm của hai đường cao xuất phát từ C 
và B ta có : AB.CB=0 vì AB L CŨ. 


AC.DB = 0 vì AC 1 DB. 


Dựa vào đẳng thức Euler ta suy ra AB.BC =0 AD LBC. 

Vậy AD là đường cao vẽ từ A và như vậy D là trực tâm của tam giác ABC. 
Đối với tứ diện ABCD tà có : 
_Nếu AB L CD thì AB.CD =0 

Nếu AC L DB thì AC.DB=04 * 


Theo đẳng thức Euler ta suy ra :AD.BC =0 =AD LBC. 
Chú ý : Tœ có thể phân tích cách khác như squ : 


—> —> — —> 


AB.CD = AB.(CÁ + AD) =AB.CA + AB.AD 
AC.DB = AC.(DẢ+ AB) = AC.DÁ+ AC.AB. 


—> —> — —›> —> — —>  —> 


AD.BC = AD.(BA + AC) = AD. BẢ+ AD.AC 
Cộn ;¿ từng uế ba đẳng thúc trên ta dễ dàng chứng mình được đẳng thức 
kEuler. l 
Bài 10 _ .— 
Cho hình lập phương ABCDA'BCTD' cạnh a. Gọi P, Q là các điểm lần lượt 
xác định bởi AP' “ -AD', cQ = -ŒD. 
a) Chứng m;nh rằng đường thẳng PQ đi qua trung điểm M của cạnh BB.. 
b) Tính độ dài đoạn thẳng PQ. 
| Giải 
a) Ta cản chứng minh ba điểm : P, M, Q thẳng hàng. 









Đặt BẢ =a ,BE=b, BC =c. 
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—-~ 


Ta có :MP = MB+ BÀ + AP= -g+a~(P+ ©) vì AP-=CB 


—_— 


MQ = MB'+ BỞ' + CQ = 


t2lŒ\ 


—- 


+ e<fa=B) vì ỂQ= AB 
Do đó MP =a~c~Sb q 


m — 


và KH EHN E4 
Dựa vào kết quả trên ta có : 


MP =-MÔ. 


Như vậy M là trung điểm của 
đoạn PQ (tất nhiên là ba điểm P, 
X1, Q thẳng hàng). 


+ 


b) Ta có : PQ = 2MP mà MP =a~ be 





nh pm . s§ vINg 
MP“ˆ= MP SN xin -ÐK Hạ T MESPP +0. 
Ậ , 


>2 -2 


Chú ý rằng vì các vectơ a, b, c đôi một vuông góc với nhau nên ta có 3 
_> —" + =h _- ~2 _2 +22 ñ 
a.b=z0, b.c =0, c.a =0. Mạt khác ta có a =b =c =a. 

Dađó: MP?=a?7+ 2A5 +a" =— a° => MP = ma 1ï. 


Vậy PQ = 2MP = aV17. 


D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỀ LUYỆN TẬP 


01. Cho hình họp ABCDABC'D' có : BẢ'=a, BB =b, BỞ = c. Gọi M là 
: : : : - + MA - sợ : 
điểm chia đoạn thẳ:,øg AC' theo tỉ sẽ m nghĩa là ———= m và Ñ là điểm chia 

MC' 
"¬-”-......... 
đoạn thắng CD' theo tỉ số n nghĩa là — “H 
ND' 


—  ẪẰ©- 


a) Hãy biểu thị các vectơ BM, BN theo a,b, e 
b) Xác định m, n để đường thẳng MN song song với đường thắng B'D. 


lãê 





























MỸ =| ` + - \nE : + : JP+['-z®:): 
n-l th = 1J n-l1 m-l, m-1 


Muốn MN // BD ta phải có : P : li 

n=~ 
02. Cho khối tứ diện ABCD. Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm của DA và 
BC. Gọi 1 là trung điểm của MN. Chứng minh rằng : 


S205” S05 tin: b) LA + IB+ IC+ ID =0. 


03. Trong không gian cho một điểm O và bốn điểm A, B, C, D phân biệt, 
không thẳng hàng. Chứng minh điều kiện cần và đủ để ABCD là một hình 


bình hành là : OA + OC - OB + OC. 
04. Trong không gian cho tam giác ABC có A(1; -1; -3), B(2; 1; -2) C(-5; 2; 6). 


Đường phân giác trong của góc A vắt cạnh BC tại D. Hãy tính tọa độ điểm D 
và chiều dài đoạn AD. 


1,5 
4'4 
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Đs : DỊ 
4 


-3], AD= 
05. Trong không gian cho các vectơ : 
a =(-1;3; 9), b= (2; -3; -4), e= 3; 12; 6). 

Chứng minh ba vectơ 8. b, # đồng phẳng và tính 8 theo PỊ và b › 

ĐS: c=5a+ b. 
06. Cho vectơ e; = (1; 0; 0), ez = (0; 1; 0), es = (0; 0; 1), 

Biết :a=6i+@; ẻ Học cà, và € =e¡ + me; +ne; 

a) Tính góc của hai vectơ â và b. 

b) Định m và n để vectơ b vuông góc với hai vectơ â và b Ề 

Tính độ dài của vectơ c. 
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_ . 
ĐS: a) cos(a;b) = ~ = (a;b) = 60Ẻ: 


tol— 


b) bơifyeidlift'ä=ssisee 1 và Ig| & vn, 
07. Cho các vectơ a = (4; -2; -4) và b = (6; -8; 2). Hãy tính tích vô hướng 
_(@a-3b)(a+2b), 
ĐS : Tích vô hướng là —200. 
08. Trong không gian cho hai hệ vectơ sau đây, hệ nào đồng phẳng ? 
a) a =(;9;8), b =(4;5; 6), e = (9; 1; 0). 
b) m= (1; 9; 8), n=(1; ~8; 0)xp = (0; 1; 1). 
ĐS: Hệ Am b; | đồng phẳng, hệ |m n; PÌ không đồng phẳng. 
'09. Tính diện tích tam giác ABC cho biết A(7; 3; 4), B(1; 0; 6) và C(4; 5; -3). 
Đ8: Suanc = L1 ABA AC I= 1142 +422 + 212 = 9, 
2 2 | 2 
10. Trong không gian cho bốn điểm A, B, C, D tùy ý. Gọi M,N, P, Q theo 
thứ tự là trung điểm của các đoạn thẳng AC, BD, AD, BC. Chứng minh rằng 
a) AB +CD = AD + CB =92MN. 
b) AB - CD = AC - BD = 2PQ. 
11. Cho tứ diện ABCD. Tìm điểm O sào cho OA + OB + OC +OD =0. 
Chứng minh điểm O là duy nhất. 
Hướng dẫn : Lấy E, F lần lượt là trung điểm cửa .AB và CD. Lấy O là 
trung điểm của EF, ta có OE + GœF = l : 


„12. Trong không gian Oxyz cho tam giác ABC biết : A(2; 1; -3), B(3; -2; 2) và 
C(4, 0; 1). 


a) Ta có.-AH L BC tại H. Tìm tọa độ của H và tính I AH I. 
b) Tìm diện tích tam giác ABC. 
Hướng dẫn : 


a) AH L BỞ với Hạ; y; z) ta có : x + 3y — ø = 0 Y q) 





với BH /⁄ BG tatd: XP -Ÿ 2 ~„ (2) 
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Từ (1) và (2) ta tính được H br $ 3) và AH = dn: 


b) Suạc = 2 BOAH = 2 V6 LD =a —v110 (vì BC= v6). 
Chú ý : Có thể tính bằng cách áp dụng công thúc : 


Š1}ABC = 2|AÖ AC . 





18. Cho các số thực a, b, c, d, e, f Chứng minh rằng : 
(ab + cd + eÐŸ < (a? + c? + e2(b +d?+f?) 


Hướng dẫn : Đặt tụ (a; c; @); m = (b; d; Ð rồi dùng tính chất 


¬ ậ >9 o9 % _ 
(u.v}<u .v để chứng minh, 


Chuyên đề 8 : MT PHẳNG 


A.TÓM TẮT LÍ THUYẾT 





1. CẶP VECTƠ CHỈ PHƯƠNG CỦA MẶT PHẲNG 
Giả sử mặt phẳng (œ) xác định bởi ba P 
điểm A, B, C không thẳng hàng, khi đó hai v 


vectơ CA =a và CB=b được gọi là cặp Đa. 


vectơ chỉ phương của mặt phẳng (œ), (a œ 
Sĩ 
và b không cùng phương). Ì 
Như vậy mặt phẳng (œ) hoàn toàn được xác định khi biết một điểm thuộc 
nó và một cặp vectơ chỉ phương của nó. 
2. VECTƠ PHÁP TUYẾN CỦA MẶT PHẲNG 


Vectơ n khác vectơ 0 được gọi là vectơ 
pháp tuyến của mặt phẳng (œ) nếu nó 
nằm trên đường thẳng vuông góc với mặt 
phẳng ấy và được ký hiệu 8Ý (œ). 

Mặt phẳng (œ) hoàn toàn được xác định 
khi biết một điểm thuộc nó và một vectơ 
pháp tuyến của nó. 





Chú ý : Trong không gian Oxyz nếu a = (G;; d;; 0), b= (bạ; bạ; b;) là cặp 


uectơ chỉ phương của mặt phẳng (œ thì khi đó uectơ pháp tuyến n của (ø) có 
tọa độ là : 


Ì 


bạ bạ 


8ạ 8ị 
bạ bị 


ai a; 


|ì bạ 


, 








- - - 
n=aAb= 











Hiển nhiên là n1 8 Uò mì b. 

3. PHƯƠNG TRÌNH TỔNG QUÁT CỦA MẶT PHẲNG 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho trước, mỗi mặt phẳng là tập 
hợp tất cả các điểm có tọa độ (x; y; z) thỏa mãn một phương trình có dạng : 

Ax+By+Cz+D=0 vớiA?+B?+C?z 0 (1) 

Ngược lại tập hợp tất cả các điểm có tọa độ thỏa mãn phương trình (1) là 
một mặt phẳng. Phương trình (1) được gọi là phương trình tổng quát của 
mặt phẳng (oœ). 


e© Nếu mặt phẳng (œ) đi qua điểm Mo(xạ; yạ; zo) và nhận n= (A; BC) 
làm một vectơ pháp tuyến thì nó có phương trình tổng quát là : 


A(x = Xọ) + BỢ - Vụ) +, C(z == Z0). 
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$ 











«-Ổ Nếu (ơ) là mặt phẳng có phương trìah là : Ax + By + Cz + D: -9 thìị 
| 
| 





r 


n = (A; B; C) là một vectơ pháp tuyến của nó. 
Ì4.. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA HAI VECTƠ MẶT PHẲNG 
Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng (ø) và (œ) lần lượt có phương | 
trình tổng quát là : 
(œ): Ax+ By+Cz+D=0 
(œ):Ax+By+Cz+D=0 


Khi đó vectơ n = (A; B; C) và lở =(A:B; C) lần lượt là vectơ pháp tuyến 
của (ơ) và (ơ') 
a) Hai mặt phẳng (œ) và (ơ') cắt nhau theo giao tuyến là một đường 
thẳng khi và chỉ khi hai vectơ pháp tuyến không cùng phương, nghĩa là : 
(0) cắt (œ)<»A:B:CzA':B:C 
b) Đnh XI phẳng (œ) và (œ') trùng nhau khi và chỉ khi hai vectơ pháp | 


tuyến r Bn và „ cùng phương và hai mặt phẳng đó có chung nhau một điểm. 
A B ;„D 
(ơ) trùng với (œ) © —=— Áo: =—. 
A' E 0Œ 1W 
c) Hai mặt phẳng (œ) và tơ) song song với nhau khi và chỉ khi chúng 
không cắt nhau và không trùng nhau. 


(œ)/(œ) © ... 
A' B CC D 
5. CHÙM MẶT PHẲNG 
Cho hai mặt phẳng (œ) và (œ') cắt nhau. Tập hợp các mặt phẳng qua giao 
tuyến của (ơ) và (œ) gọi là một chùm mặt phẳng. 


Giả sử (ơ), (œ) cắt nhau, lần lượt có phương trình : 
(œ): Ax + By + Cz+D=0; 
(œ):Ax+By+€Cz+D =0 
Khi đó mỗi mặt phẳng qua giao tuyến của (œ) và (œ) đều có phương trình 
dạng : 
m(Ax + By + Cz + D) + n(Ax+ By+Cz+D)=0 (2) 
vớ: mỸ + nˆ z 0. : 


Ngược lại mỗi phương trình dạng 2) đều là dhưởnà trình của một mặt 
phẳng qua giao tuyến của (œ) và (œ). : 
6. GÓC GIỮA HAI MẶT PHẲNG 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai mặt phẳng (œ) và (œ') lần 
lưct có phương trình : 

(œ): Ax+By+Cz+D=0 


(œ):Ax+By+Cz+D=0 
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Gọi là góc giữa hai mặt phẳng (œ) và (œ'). 
Khi đó @ bằng góc giữa hai đường thẳng 
lần lượt vuông góc với (œ) và (œ'). Vậy ọ bằng 
hoặc bù với góc tạo bởi hai vectơ pháp tuyến 
" =(A;B,C) và nzỶ =(A;B; €) của (œ) và (œ} 
De ủó : 










ai |AA' + BB' + CC| 
nn  IỆP  HÓi CÀ GA NANGHÀ NANI CS ý 
nÌz dA? +B? +C2.V(A2.+ B2 +C2 


Do đó : (œ) 1 (œ') © .XA' + BB + CC' = 0. 
T. KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT MẶT PHẲNG 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, khoảng MọoŒ%; Vo; Zo) 
cách từ điểm Mạ(%ạ; yọ; zo) đến mặt phẳng (œ) có 
phương trình Ax + By + Cz + D = 0 được tính 
theo công thức : 


đ(Mùụ, (œ)) = 























LÁxs + Byạ + Cz¿ + DI 
vA?+B?+C? (aÀ 
8. CÁC TRƯỜNG HỢP RIÊNG CỦA PHƯƠNG TRÌNH 
TỔNG QUÁT CỦA MẶT PHẲNG 
Trường hợp tổng quát : Ax + By +Cz+D=0 với Aˆ+B?+ C2? z 0. 
e.D=0= Ax + By +Cz = 0 : mặt phẳng đi qua gốc tọa độ. 
e C=0—>Ax+By.+D= 0: mặt phẳng song song với trục Ôz. 
e B=0—> Ax+Cz +D=0: mặt phẳng song song với trục Oy. 
® A=0 > By +Cz +D <0: mặt phẳng song song với trục Ox. 
se C=D=0 >Ax + By =0: mặt phẳng chứa trục Oa. 
e B=C=B=0 x=0: mặt phẳng (Oyz). 
Tương tự : y = 0 : mặt phẳng (Ozx) : 
z = 0: mặt phẳng (Oxy) 


R. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấn để 1 : LẬP PHƯỢNG TRÌM CỦA MẶT PHẢNG 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Muốn lập phương trình của mạt phẳng (u) ta cần tìm điều kiện cần và đủ 
tập hợp các điểm M(x; y; z) thuộc (œ). Ta có các trường hợp : 



















©e Mặt phẳng (o) đi qua điểm Mu; yo; 2o) nhận n = (A; B; C) làm vedơ 
pháp tuyến. 
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———> 
0 


MG y;z) £ (6) <> 8.MẠM =0. [n + Mại), 





ñ =(A;B;C) 
© A(x - xọ) + B(y - yo) + C(z- zo)=0 (1) 
Phương trình (1) được gọi là phương trình 

tổng quát của mặt phẳng (ø'). L) 


øe- Mặt phẳng (œ) đi qua điểm M(ọ, yo, Zo) /@ 
nhận a = (ay; a;; aạ) và b= (bị; bạ; bạ) làm cặp 


vectơ chỉ phương (tất nhiên a, b phải không cùng phương) 


MŒx; y; z) e (œ} © 3 vectd MuM, a, D đông phẳng. 


—— > —~- ; 
© MạM=ma+nb (m, n là các tham số) 
Viết hệ thức trên dưới dạng tọa độ, ta có : 


X—Xẹ = mai + nhị X = Xxọẹ + ma¡ + nhị 
y -Yyo = ma¿ +nbạ © 4y = yọ + ma¿ + nbạ 


(2) 
Z—Zo = maa + nbạ Z= Zạ + maa + nbạ 


| Phương trình (2) được gọi là phương trình tham số của mạt. phẳng (œ). Từ 
phương trình (2) nếu khử các tham số m, nñ này ta được phương trình tổng 


+ 
quát của (œ). Mặt khác, ta có thể tìm được vectơ pháp tuyến n của (o) khi 





biết cặp vectơ chỉ phương a = (ai; a;; ag), b = (bị; bạ; bạ) của (œ). Ta có : 
































Tộc cơ an 8¿ 8ạ| |As A¡| |ầi 3a 
n=a Abx= ÄŠ : | 
` J" bạ bị aị 
Do đó, ta được phương trình tổng quát của (œ) là : 
Aaa4a ca: at 8ạ| 
(X—Xea)+ (y — + (z—-Zza)=9. 
bạ bạ "` Ìbạ ` đ¿u bị bạ : - 












B. CÁC VÍ DỤ 
Vị dụ 1 






Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, hãy viết phương trình tổng quát 
của mặt phẳng (œ) đi qua điểm A(0; -1; 4) và nhận TT cử (3; 2; 1), 
và (—8; 0; 1) làm cặp vectơ chỉ phương. 
Giải 


MŒ; y; 2) e (œ) © [Ai ứ, ị đồng phẳng 
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ý sẻ cà JRr0=äm-ân [x=3m-än Œ) 
© AM=mu +nv © 4y+1=2m ©+y=-l+2m (2) 
z-4=m+n z=4+m+n (3) 


Cách I1 : Khử tham số 
Từ (2) =m= Z3! 
2 
y+l 2z-y-9 
2... 8. 7 
Thay giá trị của m và n vào (1) ta có : 
Xe Có. — IS) L2.h80 /ĐmẺs,) © 2x- 6y-+ 6z - 30 = 0. 
2 2 
Rút gọn ta được phương trình tổng quát của mặt phẳng (ø) là : 
x— 3y- 3z -— lỗ =0. 
[1 Cách 2 : Dùng vectơ pháp tuyến 


Từ (3) >n=z-4-m=z—4- 





Ề > > 
Mặt phẳng (oœ) có hai vectơ chỉ phương là : u = (3; 2; 1l), v=(-3; œ1) 


- 


—- - 
Do đó (o) có vectơ pháp tuyến n = u A v là: 


"| đ!h hit ||" 0:-8:9 


0 11 -3 3 0 
.c =. 
Ta chọn vectơ n' = (1; -3; 3) cùng phương với n làm vectơ pháp tuyến của (œ). 








Ta có : M(x; y; z) e (ơ) <> n.AM = 0 © 1(x- 0) - ä(y + 1) + 3(z - 4) = 0 
©x-2y+3z- 15=0 
Vậy phương trình tống quát của mặt phẳng (œ) là : x— 3y + 3z — lỗ = 0. 
Ví dụ 2 | 
Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình tham số và 
phường trình tổng quát của mặt phẳng (œ) đi qua ba điểm A(1; 1; 1) B(2; 4; 5), 
Cá; 1; 2). 






Giải 
Ta có: AB =(1;3;4); AC =(3;0; 1) 
Ta có AB và AC là cặp vectơ chỉ phương của mặt phẳng (œ) 
M%x; y; gì e (œ) © |AM, AB, A0) đồng những 
x-1=m+ön 


— — — 
© AM=mAB+nAC 6© $y-l1=d3m 
z-=l=4m+n 
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x=l+m+än (1) 
Ta có phương trình tham số của mặt phẳng (o) là : 4y = 1+ 3m (2) 
z=l+4m-n (3) 


“Từ (2) ta có :m = T—, 


4(y-l) 3z-4y+]l 
3 3 
Thay các gía trị của m và n vào (1) ta có : 


y1 


Từ (3) ta có:n=z~— 1- 4m =z- 1 





x=1l+ 





+3z- 4y + 1© 3x + 11y - 9z —- 5= 0. 


Ta được phương trình tổng quát của mặt phẳng (œ) là : 
3x+ lly—-9z-5=0 
Nhận xét : Ta có thể lập phương trình tổng quát của (œ) bằng cách tìm 
vectơ pháp tuyến n= AB A AC của mặt phẳng (oœ) 


3 4| |4 1 l 3 
"lạ 0 


0 1 


Ta có: n= 
1 3 











= (3; 11; -9). 


Vậy phương trình tống quát có dạng : 
3Ä(x — 1) + 11(y — 1) — 9(z - 1) = 0 © 3x + 11y - 9z — 5 = Ô. 
Ví dụ 3 



















Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho ba điểm lần lượt nằm trên ba 
trục tọa độ là : A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(O; 0; c), với a, b, e z 0. Hãy lập phương 
trình tổng quát'của mặt phẳng đi qua ba điểm A, B, C đó. 


Giải 
Mặt phẳng (ABC) có hai vectơ chỉ phương là : 
AB = (-a; b; 0) 
AC = (-a; 0; c) 


Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 
(ABC) ta có : 


TT 
n = 


0 c 
Vậy phương trình mặt phẳng (ABC) đi qua điểm A(a; 0; 0) có dạng : 





0 =8 


, 


-a 
-a 0 


“ 

















| = (bc; ca; ab). 
c -a 


be(x — a) + ca(y ~- 0) + ab (z — 0) = 0 © bex + cay + abz = abc. 


`"... ẻẽ... 
a b c 
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” 


Mặt phẳng (ABC) lần lượt cắt các trục Ox, Oy, Oz lần lượt tại : A(a; 0; 0) 
B(0; b; 0), C(0; 0; c) nên phương trình trên được gọi là phương trình của mặt 
phẳng theo đoạn chắn (là một dạng của phương trình tổng quát). 


Ví dụ 4 





Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình tổng quát của 
mặt phẳng đi qua hai điểm M(4; -1; 1), N(3; 1; 2) và song song với trục Ox. 
- Giải . 
Mặt phẳng (œ) đi qua M, hề và song song với trục Ox có hai vectơ chỉ, 
phương là MN = (- 1; 2; 1) và ¬ (1; 0; Ú Gọi n là vectơ pháp tuyến của 
(œ) ta có : 
¬ 
n = 


Phương trình tổng quát của (œ) đi qua điểm M(4; -1; 1) có đạng : 
0(x - 4) + lý + 1)—- 22z-1)=0e©©y-2x+3=0. ~ 
Nhận xét : Phương trình tổng quát của (a) không chứa x nghĩa là mặt 
phẳng đó song song ưới trục Ox (uì phương trình của (a) không lệ thuộc uào x). 
_ Ví dụ 5 
Lập phương trình tổng quát của các mặt Tin. tọa độ và các mặt phẳng 
đi qua điểm I(2; 6; -3) lần lượt song song với các mặt phẳng tọa độ. Gọi (P) 
là mặt phẳng di qua I và chứa trục Oz. Lập phương trình tổng quát của (P). 





8 1Ì. 
0 0 


-1 2 


â = (0;:1; -2) 








WeẩiŸ 
o 1Ì 















Giải 
Mặt phẳng (xOy) nhận e;= (0; 0; 1) làm 
vectơ pháp tuyến và đi qua gốc tọa độ O(0; 0; 0) 
nên có phương trình tổng quát là-: z = 0. 
Lập luận tương tự, các mặt phẳng (yOz) và 
(zOx) có phương trình tổng quát theo thứ tự là :: 
0 và y=Q0. + X 
« Gọi (œ) là mặt phẳng đi qua điểm I và song song với mặt phẳng (xOy) 
' nên có ZxEHecr trình tổng quát dạng : (œ):z + D =0 
: 12; 6; -3) e (œ) nên -3+ D=0>D=83. / 
là phương trình tổng quát của (ơ) là z + 3 = 0. 
s«- Gọi (jñ) là mặt phẳng đi quả điểm I và song song với mặt. phẳng (yOz) 
nên có phương trình tổng quát dạng : (B) : x + D = 0 
Vì I@; 6; -3) e (B) nên 2+ D=0>D=2. 
Vậy phương trình tổng quát của (6) là : x— 2= 0.' 


«_ Gọi (y) là mặt phẳng đi qua điểm I và song song với mặt xưng (zOx) 
nên có phương trình tổng quát dạng :(y):y+D=0 





140 


Vì 1(2; 6; -3) e (y) nên 6+ D=0 =D=- 6. 
Vậy phương trình tổng quát của (y) là y - 6= 0. 


e- Mặt phẳng (P) có hai vectơ chỉ phương là eạ= = (0; 0; 1) và OÏ = (2; 6; =3) 


nên có vectơ pháp tuyến n #- tổ tọa độ là : 


1U 


Ta thay n bằng vectơ cùng phương là Y = (3; 1; 0). 

Phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) có dạng : 

3x+y+D=0, vì I(2; 6; -3) e (P) nên 32+6+D=0>D=-12 
Vậy phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) là: 3x+y-— 12=0. 








2 4 h d9 


Vấn để 2 : CHÙM MẶT PHẲNG . 
A. PHƯƠNG PHÁP 

— Cho bai mặt phẳng (œ) và (ð) cắt điện theo giao tuyến là một đường 
thẳng d. Tập hợp các mặt phẳng (y) chứa d gọi là chùm mặt phẳng xác định 


bởi (œ) và (B). Muốn viết phương trình ‹ của một mặt phẳng nào đó THÉP 
chùm ta cần : 





© _ Lập phương trình của chùm (ơ, B) có dạng : 
m(A¡x + Bịy + C¡z +-Dạ) + n(A¿x + Bạy + C¿z +D¿) = 0 
trong đó : A¡x + Bạy + Ơ¡z + Dị = Ô và A¿x + Bạy + C¿z +^Ð;¿'=< 0 theo 
thứ tự là phương trình tổng quát của (œ) và (8). 
e© Dựa vào điều kiện cụ thể của bài toán ta tìm ra các hệ số m, n đối với 
một mặt phẳng (y) nào đó của chùm. Chú ý rằng các hệ số m, n này xác định 
sai khác nhau một hệ số tỉ lệ khác 0. (m + nŸ > 0), 





° Thay các giá trị của m, n vừa tìm được vào phương trình của chùm mặt 
phẳng, ta sẽ lập được phương trình mặt phẳng thỏa mãn các điều kiện cho 
trước. 


B. VÍ DỤ 
Ví dụ 1 


Trong không gian cho hai mặt phẳng có nhường trình : 
(œ):2x+y-3z+l1=0; (): x—3y+ 2z_- 1=0 


Lập phương trình mặt phẳng (y) đi qua giao PIN 4œ) bi và chứa điểm 
M(1; —1; 1). 





Giải 
Hai mặt phẳng (œ) và (B) xác định chùm mặt phẳng có phương trình : 


m(2x + y - 3z + 1) + n(x— 3y + 2z — 1) =0 (1) 
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«> (2m + n) x + (m - ần)y - (3m - 2n)z + m— n= 0 (1) 
Mặt phẳng () thuộc chùm và chứa điểm M(1; -1; 1) nên ta có từ (1) : 
'—m + ñn = Ô0. 

Chọn n = 1 —>m = 5 thay vào (1) ta có: 11x + 2y — 13z + 4= 0 

Vậy mặt phẳng (y) thuộc chùm (œ, B) và đi qua M(1; -1; 1) có phương 
trình tổng quát là : 11x + 2y - 13z + 4 = 0. 
Ví dụ 2 : 
Viết phương trình mặt phẳng đi qua giao tuyến của hai mặt phẳng : 

(œ):2x—x= 0; ():x+v-z+5=0. 

và vuông góc với mặt phẳng (P) : 7x — y + 4z — 3= 0. 









Giải 
Mặt phẳng (Q) đi qua giao tuyến của hai mặt phẳng (œ) và (B) thuộc chùm 
In(2x — z) + n(x + y-z+ 5)=0 l (1) 
Ẳ© (2m + n) x + ny -(m + n) z + õn =0 (2) 


Mạt phẳng P cho trước có vectơ pháp tuyến np = (7; -1; 4). 
= 
Mặt phẳng (Q) cần tìm có veectơ pháp tuyến là nạ = (2m + n; n; -(m + n)). 


Điều kiện để P L Q là nạ 1 nạ hay np.nạ = 0 


_— 


np.nọ = 0 © l4m + 7n-n- 4(m +n)=0 © 10m + 2n = 0. 
Chọn m = -1, ta tính được n = 5. Thay các giá trị của m và n vào (2) ta 
được phương trình mặt phẳng (Q) cần tìm là : 3x + 5y —~ 4z + 25 = 0. 
Ví dụ 3 
Xác định các tham số k và m để cho mặt phẳng 5x + ky + 4z + m= 0 
thuộc chùm mặt phẳng có phương trình : 
œ(3x - 7y + Z- 3) + BŒx - 9y - 2z + ð)= 0. 
Giải 
Chùm mặt phẳng đã cho có phương trình : : 
(3œ + B)x - (7œ + 9B)y + (œ - 2 B)z - 3œ + 5B = 0. 
Điều kiện để mặt phẳng 5x + ky + 4z + m = 0 là mặt phẳng của chùm : 
















) — k ".. m 
3œ+B  -7œ-91 a-2B - 3œ + BBˆ 
5 4 








sa. * 5(œ - 2B) = 4(3œ +) 5œ - 10B = 12œ + 4B 


~7ơœ = 14B. 
Chọn ơ = 2, ta tính được B = -1. Thay các giá- trị này của œ và B vào biểu 
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5k ma 
3ư+B_ -7ơư-9B -3œ-5Ð 

>k=-7œ- 9B và m=-3œ-ðB = k=-5,m= -1. 
Ví dụ 4 


thiức sau : 


Lập phương trình mặt phẳng chứa giao tuyến của hai mặt phẳng 





3x-y+2z+9=0, x+z—-3=0. 
a) Chứa điểm M(4; -2; -3). 
b) Lần lượt song song với trục Ox; Oy; Oz. 
Giải 
Phương trình của chùm mặt phẳng xác định bởi hai mặt phẳng đã cho có 
- đạng : 
'p(3x~ y + 2z + 9) + q(x + z - 3) = 0 () 
© (3p + q)x - py + (2p + q)2 + 9p — 3q = 0 (2) 
a) Vì mặt phẳng của chùm chứa M(4; -2; -3) nên từ (1) ta có : 17p - 2q = 0. 
Chọn p = 2, ta tính được q = 17. Thạy các giá trị này vào (2) ta được 
phương trình mặt phẳng cần tìm là : 23x — 2y + 21z - 33 = 0. 
b) ® Mặt phẳng song song với trục Ox có phương trình tống quát dạng 
By + Cz + D =0 (vắng mặt số hạng chứa x) 
Từ (2) ta suy ra 3p + q = 0. Chọn p = -1, ta tính được q = 3. 
Thay các giá trị này của p và q vào (2) ta được phương trình của mặt 
phẳng của chùm và song song với trục Ox là : y + z — 18 = 0. 
se Mặt phẳng song song với trục Oy có phương trình tổng quát dạng : 
Ax + Cz + D =0 (vắng mặt số hạng chứa y) 
Từ (2) ta suy ra p = 0, q tùy ý. Thay các giá trị này vào (2) và rút gọn 
ta được phương trình tổng quát của mặt phẳng cần tìm là : x + z - 3 = 0. 
e Mặt phẳng song song với trục Oz có phương trình tổng quát dạng : 
Ax + By + D =0 (vắng mặt số hạng chứa z). 
Từ (2) ta suy ra 2p + q = 0. Chọn p = 1, ta tính được q = 2. Thay các giá 
trị này vào (2) ta được phương trình tổng quát của mặt phẳng cần tìm là : 
: x—y+lỗ=0. 


Vấn đề 3 : KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT MẶT PHẲNG 
A. PHƯƠNG PHÁP 


e Khoảng cách từ điểm Mụ(xạ; yụ; zo) đến mặt phẳng (œ) có phương trình. 
Ax + By + Cz + D = 0 được tính theo công thức : 
NUNG, GA ST Ôi 
VA?+B?+C2 
















- © Muốn tìm khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (o) và {œ'), ta. lấy 
một điểm Mu thuộc mặt phẳng này (có tọa độ thỏa mãn phương trình mặt 
phẳng) và tính khoảng cách từ Mẹ tới mặt phẳng kia. 

Nếu (ơ) có phương trình Ax + By + Cz + D =0 thì (œ) có KH trình là 
Ax + By + Cz+D =0 với D z D. Khi đó ta tính được : 


d(œ, ơœ`) = T_I-D+IDE â 
: xXA? +? .ế: 
S8. VÍ DỤ ` l 
Ví dụ 1 


Trong không gian hãy tính khoảng cách : 
1. Từ điểm A(7; 3; 4) đến mặt phẳng 6x - 3y + Vụ. - 18=0. 


2. Từ điểm M(-1; 1; -2) đến mặt phẳng xác định bởi ba điểm không 
thẳng hàng : P(1; -1; 1), Q(-2; 1; 3), R(4; -5; -2). 





Giải 


X% 
1. & dụng công thức tính thoẩng cách từ một điểm đến một mặt phẳng ta 


CÓ : d(A, œ)= L87-3.3+2.4 -131_ 22-0 Vì 


v36+9+4 7 


2. Trước hết ta cần lập phương trình tổng quát của mặt phẳng (PQR). 
Ta có: PQ=(-3;9;2); PR= (3; -4; -3). 


Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (PQR), ta có : 
> -8| |j-8 9 
z-|[Ÿ sả!) đit liên 2) :-2:® 


4 -3 ` |-32 3113 -4 
Ta có phương trình tổng quát của mặt phẳng (PQR) là : 
2(x— 1)— 8(y + 1) + 6(z —- 1) = 0 © 2x - äy + 6z — 11 = 0. 
|2.(-1-3+6.(-2)-11| 28 - 


J4+9+36 1. 

















Do đó : d(M, (PQR)) = 





Ví dụ 2 


Trên trục Oy của hệ tọa độ Oxyz, hãy tìm điểm cách đều hai mặt phẳng 
có phương trình : x + y +z+ 1=0vàx-y+z—5=0. 






Giải 
Mỗi điển M thuộc Oy có tọa độ dạng M(0; yọ, 0). Khi đó khoảng cách từ 
lyạ+1l _l-yọ -5l 





M đến hai mặt phẳng đã cho bà : cài 
lủ TUNGG 1+1+1  v1+1+l1 


Phương trình trên tương đương với hai phương trình sau : 
Yo + 1= ÿyo + 5 (vô nghiệm) 
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Yu+l=-Yyo- 52V, =-3 
Wậy điểm M có tọa độ là M(0; -3; 0). 
Ví đụ 3 
R 'Hấy lầm tìm khoá ng cách giữa hai mặt phẳng song song có phương trình : 
LÔ (Œ:fxtly-52-8=0 (Q :4xtây-5z+12=0. ] 


Giải 


Chọn M(2: 0: 0) thuộc (P). Kñnoảng cách giữa hai mặt phẩ):g song song (P) 
và (› bằng khoảng cách từ M tới (Q). 











) = 
d(M, (Q)) = lệ 6c ð.0+121_ 20 2D, 
J¿ +82 +(68? v5ê 


š Ẫ „ I=D'+ DI! 
Chú ý : Có thể áp dụng công thức : đ((P), (Q)) = So. : 
VA? + +C 
Trong đó P uà Q lần lượt có phương trình : 

Ax+By+Cz+D=0 sờ  Ax+By+C+D =0. 
k_ f & 
I-12-81_ 20 2. 
(42 +32+)~(8)° (5) v50 











Tơ có: đ((P), (Q)) = 


Ví dụ 4 









‡ 


Cho tứ diện ABCD với A(2; 3; 4), B(4; 1: -2), C(6; 8; 7), D (-5; -¡; 8). Tính ¡ 
độ dài đường cao DH của tứ diện. 


đc SỐ 
: Giải 
Chiều cao DH của tứ diện bằng M. 
khoảng cách từ đỉnh D tới mát phẳng Ì 
(ABC) của tứ diện. Ta có AB và AC là 


cặp vectơ chỉ phương của mặt phắng 
(ABC). 





AB=(2;-2;-8)| ¬ 
—~ = 





AC =(4;0;6) 
Gọi na là vectơ pháp tuyến của mát phẳng (ABC). Ta có : 


"“( slls kh ð 


Chọn n' cùng phương với n làm vectơ pháp tuyến của mặt ohẳng (ABC) 


- 








Ì = (-12, -24; 8). 


ta có : n' = (3; 6; -2). 
Phươag trình tổng quát của mặt phẳng (ABC) đi qua điểm A nhận n' lam 


14ã 


vectơ pháp tuyến : 
3(xT— 2) + 6(y — 3) — 2(z — 1) = 0 © 3x + 6y - 2z - 22 = 


3.(—ð) + 6(-4) - 2(8) - 22 
Khoảng cách DH = d(D, (ABC) = Ö* Giảc : Sa II - 11. 


v8ˆ +8" +57 1 





Vấn đề 4 : GÓC GIỮA HAI MẶT PHẲNG 
A. PHƯƠNG PHÁP 


Góc @ giữa hai mặt phẳng (œ) và (œ) bằng hoặc bù với góc tạo bởi hai 








vectơ pháp tuyến n và n' của (ơ) và (œ') (ọ < 909). 


Giả sử : (œ) có phương trình Ax + By + Cz+D= 0 và có n = (A; B;C). 


(œ') có phương trình A'x + By + Cz + D' = 0 và có n'= (A,B;€©). 


— => 
n.n 








IAA'+BB'+CC I 


Tacó c0ã@= —————=—>———————-- 
Imi.fa1 {A? +BH +C{ xVẠ“” 8® +eœ? 





(œ) L (œ) ©® ÀAA + BB +CC =0. 
B. VÍ DỤ 
Ví dụ 1 









Trong không gian với hệ trục tọa dộ Oxyz, hãy tính góc giữa mặt phẳng đi 
qua các điểm O, M,N với M(1; 1; 1), N(3; 2; 1) và mặt phẳng đi qua các điểm 
O,M, D với D@; 1; 2). 






ƠMe0:1ï. 2  <>. xa fH TU HN 1 
Ta có : Xu =n; =OM AON= : , : 
_— 2 1 J1 3 là 2 

= (8; 2; 1), 
Veactơ pháp tuyến của mặt phẳng (OMN) là nị = (-1; 2; -1) 
Lập luận tương tự, ta có vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (OMD) là n; : 
— Íq 1 1| | 1| 
* DI = 
| la z|'la 


Gọi ọ là góc giữa hai mặt phẳng (OMN) và (OMD) ta có : 


¿ 1Ị, 
1 2| 








IÌ* (1; 1; -2). 











| ` nị.nạ — H+2+d Đ— 38.1 

cosol = = =—=—. 
la %4 jlwdslajlaidd 6 2 
mạ l.In; Ì 

Vậy ọ = 60). 
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Ví dụ 2 


| Cho hình tứ điện OABC có các cạnh OA, OB, ÓC vuông góc với nhau từng 
| đôi một và có OA = a, OB = 2a, OC = 2a. Trên cạnh OA, OB, OC ta lần lượt 











| lấy các điểm P, Q, R sao cho OP = -  OA, 0Q OQ = - 08, OR = sÚÓ. 
| Tính góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và (PQR). 
Giải 
Chọn hệ trục tọa độ Oxyz, sao cho Ox, Oy, Oz lần lượt chứa các đỉnh của 


tứ diện là A, B,C. Ta có tọa độ các đỉnh của tứ diện là : O(O; 0; 0), Ata, 0; 0), 
B(0; 2a; 0), C(0; 0; 2a). 


Theo giả thiết, ta tính được tọa-độ các điểm P, Q, R là : ' 


mÍ Z5: Ø g - SẮ% 3: 9), R0 0; si: lạ) 
=' 2 5 
Mặt phẳng (ABC) có phương trình là : 
THẾ sa ©2x+y+z-2a=0 
ca 2a 2a 
Mặt phẳng (PQR) có phương trình là : 
MÃ 
2a 
õ 








3m Ta 
3 2 


= 1«ẶẰ©3x + 4y + 5z - 2a = 0. 


Mặt phẳng (ABC) có vectơ pháp tuyến là AT (2; 1; 1), mặt phẳng (PQR) 


có vectơ pháp tuyến n' = (3; 4; 5). Gọi ọ là góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và 
(PQR'). 'Ta có : ` 


._ I2.3+ 1.4 + 1.5 I 15 v3 
COS0 = leos(n,n VỈ CS SẺ na g<š cm 


J44+1+1/9+16+425 10/3 2 





=> ọ=300. 
RA. 4o. 


Lập phương trình mặt phẳng đi qua hai điểm A(0; 0; 1), B(3; 0; 0) và tạo 
| với mặt phẳng (xOy) góc 60°. 





ÉMÉỹi 





Giải 


Mặt phẳng cân tìm só dạng : Ax + By +Cz+D=0 
Vì mặt phẳng qua A(0; 0; 1) và B(3; 0; 0) nên : 
P +D=0 


3A+D=0 =D=-3A, C =3A. 


Mặt phẳng cần tìm có vectơ pháp tuyến n = (A; B; 3A). 


Mặt kkhác, vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (xOy) là : x = (0; 0; 1). 
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Siền = cos 600 = bộ 


\oA? + B?.vVT 2 


Vậy : 36A? = 10A? + B? © 26A? = B? = B = + v26 A. 


Theo giả thiết 





_- — 
cos(n, e¿  = 


Do đó, phương trình mặt phẳng cần tìm là : x + v26y +đ3z-3=0. 


Như vậy ta có hai mặt phẳng thỏa mãn điều kiện của bài toán. 
Ví dụ 4 









Lập phương trình mặt phẳng phân giác của các góc nhị diện tạo bởi hai 
mặt phẳng có phương trình sau đây : 


(œ):7x+y—6=0; (B): 3x + 5y — 4z + 1=0. 
Giải 

Gọi MọŒG; yo; zo) là một điểm thuộc mặt phẳng phân giác và như vậy Mẹ 

phải cách đều (œ) và (B), nghĩa là : 
l7xạ +yạ -6l _ l3xg +ðyo —4zạ +1l 
Wf?+1 8” +B +4” 

Nếu Mq(zx; y; z) là một điểm thay đổi, ta cũng có điều kiện sau đây : 

l7x+y-6l _l3x+5y-4z+1l 


— vð0 v50 


Phương trình trên tương đương với hai phương trình sau đây là phương 
trình hai mặt phẳng phân giác cần tìm : 











7x+y—6= 3x + By - 4z +1 © 4x - 4y + 4z — 7 =0. 
7x+y~— 6= -3x - By + 4z -1 © 10x + 6y — 4z — 5 = 0. 


C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 
Bài 1 
Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng (œ) đi qua điểm M(3; -1; -5) 
› và vuông góc với hai mặt phẳng (P) và (Q) sau đây : 
(P):3x_- 3y + 22+ 7= 0; (Q):ðx - 4y + 3z + 1= 
Giải 

Mặt phẳng (œ) cần tìm có hai vectơ chỉ 
phương là hai vectơ pháp tuyến của hai mặt 
phẳng (P) và (Q):_ 

nụ = (8; ~8; 2); nạ = (5; ~4; 3) 

Mặt phẳng (œ) có vectơ pháp tuyến là : 


¬It ` vhc/ : 1)-a 1; -9) 
| -4 3|'|a 5|'|E -4| 
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Vậy phương trình tổng quát của mặt phẳng (o) là : 
2(x— 3) + (y + 1)- 22 + 5) =0 © 2x+y-— 2z —- lỗ =0. 











Bài 3—- 
Trong không gian cho mặt phẳng (œ) có phương trình x + y - 2z - 6 = 0. 
Hãy tìm điểm A' đối xứng với À(1; 1; 1) qua mặt phẳng (œ). _ 
Giải A(1; 1; 1) 
Giả sử A' cần tìm có tọa độ (x; y; z). Ta có : 
AA'= (x— 1; y — 1;z — 1), vectơ AA' cùng 
phương với vectơ pháp tuyến n„ của mặt 
phẳng (0). 2 
Ta có : n„ = (1; 1; -2). Vì AA“/ n nên ta có : 
x~1 y~ 1 _ _Zøz-=l ( A'(x; y; Z) 





1 1 _2 
Mặt khác trung điểm I của đoạn AA' thuộc œ nên : 
x+1 y+l, 2(z + 1) 

2 2 2 


Từ (1) ta suy ra x = y và Z = -2x + 3. Thay các giá trị này vào biểu ta tính 
được x = 3, y = 3, Z = -3 


Vậy điểm A' có tọa độ là (3; 3; -8). 
Bài 3 
Cho hình tử diện n ABCD, biết tọa độ các đỉnh A(2; 3; 1), B(4; 1; -2) (6; 3; 7), 
D(-5; --4, 8). Tính độ dài. đường cao của hình tứ diện xuất phát từ A. 
(ĐÊ THỊ VÀO ĐẠI HỌC DƯỢC HÀ NỘI - 1999) 
Giải 
Mặt phẳng (BCD) qua B(4; 1; 2) và có cặp vectơ chỉ phương là : 


=(2;9;9), BD =(-9; -5; 10) 


_6=0 (2) 











_- 
Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (BCD), ta có : 
à 2 9 2 
n = : : 
=õ 10 |J1I0 -9Ị |9 -5 
Mặt phẳng (BCD) có phương trình tổng quát là : 
65(x - 4) - 101(y - 1) + 8(z + 23) = 0 © 65x - 101y - 8z - 143 = 0 


Đường cao của tứ diện xuất: phát từ A có độ dài bằng khoảng cách h từ 
điểm A đến mặt phẳng (BCD) : 


|65.2-1013+8.1-143| 308 


V65? +101248” — 3/1610. 











= (65; 101; 8), 





h = d(A, (BCD)) = 


Bài 4 





Trong không gian với hệ tọa độ Đẻcác Oxyz, cho điểm A(-1; 2; 3), các mặt 
phẳng (P) : x - 2 = 0 và(Q):y-z-1=0. 

Viết phương trình mặt phẳng (R) đi qua A và vuông góc với hai mặt 
phẳng (P); (@). 


(ĐẺ THỊ VÀO ĐẠI HỌC LUẬT HÀ NỘI - 1999) 
Giải 
Các mặt phẳng (P) và (Q) có các vectơ pháp tuyến : 









np= = (1; 0; 0), nạ= (0; 1q —1). 
Mặt phẳng khiện muốn SƯỜNg góc với (P) và (Q) thì phải nhận cặp vectơ chỉ 
phương là nạ và nạ . GỌI n là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (R), ta có : 


ah, cIj#59 


Mặt phẳng (R) đi qua A(-1; 2; 3) nhận ng = (0; 1; 1) làm vectơ pháp 
tuyến, nên có phương trình tổng quát )à : 
T90 TU vn cơ Y ớt Tp T90) 9Ú, 0007 PÍ 


, 











—- =. —- 
ng = np ^ nhạ.= Ì cá: 


Bài 5 
Trong không gian nho hai điểm phân biệt A, B. Hãy tìm tập hợp những | 






điểm M sao cho MA? — MB = = k? với k là một số thực. 


Giải 
Chọn hệ trục tọa độ Oxyz sao cho O 
trùng với A, điểm B thuộc trục Oy. Giả sử 
AB =a và MŒx; y; z). Các điểm A, B có tọa 
độ là : A0; 0; 0), B(0; a; 0). 
MA? = x? + y? + z? 
MB? = xˆ + (y — a) + z? 
Theo giả thiết : MA? - MB” = kỆ, ta có : 
x?+y?2+z?- [x? + (y— a)? + z?] = k © 2ay = k + a? 
2 









r—Ầ> 
B(0; a; 0) 


k?+a 





y= (a # 0). 


_ Vậy tập hợp các điểm M là mặt phẳng song song với mặt phẳng(xOz), 
vuông góc với trục Oy (là đường thẳng chứa đoạn AB) tại điểm I sao cho : . 
R?+a? 

2a - 


AI = 
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Bài 6 








| Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho hai mặt phẳng lần lượt có 
phương trình : 2x - 2y +z—- 3=0,x+ 2y - 2z +12 = 0. 
| Hãy tìm trên trục Oz điểm cách đều hai mặt phẳng đó. 


ch 





Giải 
Mỗi điểm M thuộc Oz có tọa độ lóc (0; 0; zo). Khi đó khoảng cách từ M 
đến hai mặt phẳng là : 


[2.0—2.0+zọ - 31 _ bạ -3 








dị = 
v2? +(—2)2 +12 3 
I1.0-2.0+ 2z, +12l 1~-9zg +12l 
đa Ä]1 72a +12l 
vi? +8 6Ø” 3 
_Ắð[ I~8 
le THÊ Án Hà Xu ad 16 Dg giới 





3 3 
® Zo— 3= -22ạ + 12 — 7o = 5. 
® 7Zo—-Ö=2Zo- l2—=zo=09.: 
Vậy hai điểm cần tìm là M;(0; 0; 5) và M;(0; 0; 9). 
Bài 7 : . 
Hãy tìm trong chùm mặt phẳng xác định bởi mặt phẳng : 
(œ):2x+y—3z+2=0; (8): 5x— 5y- 4z + 3= 0. 


Hai mặt phẳng P, Q vuông góc với nhau trong đó có một mặt phẳng đi 
qua điểm A(4; - 3; 1). 





Giải 
Chùm mặt phẳng xác định bởi hai mặt phẳng ` và (B) có BDUENG trình : 
m(2x + y - 3z + 2) + n(5x - By - 4z + 3) = 
1". ốc an 
Gọi (P) là mặt phẳng của chùm đi qua điểm A (4; -3; 1). Khi đó ta có : 
(2.4- 3ä- 3.1+ 2)m + 5.4 + 5.(-3) - 4.1 + 3)n = 0 
© 4m + án = 0. 
Chọn m = 1, ta tính được n = -1. Thay các giá trị này vào phương trình 
của chùm, ta được phương trình của mặt phẳng P đi qua điểm A là : 
-3x—4y+z_-1=0 hay 3x + 4y—z + 1=0(P). 
Gọi (Q) là mặt phẳng của chùm và (Q) vuông góc`với (P). Muốn (P) vuông 
góc với (Q) thì các vectơ pháp tuyến của chúng phải vuông góc với nhau. 
Ta có :np .nạ = 0; trong đó : 


, 


np = (3; 4; -1), nạ = (2m + õn; m + õn; - (3m + 4n)). 
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{ 
Í 


nạ đâm, = (2m + õn).3 + (m + 5n) 4 ~ (3m + 4n).(-1) = 0 
= l8in + 39n = 0. 

Chọn m = 8, ¡ta tính được n = -1. Thay ^ác giá trị này vào phương trình 

của chùm. :¿ được phương trình tổng quát của mặt phẳng (Q) là : 
x— 2y-5z+ 3< 0. 

iài8 

Lập phương trình tổng quát của : 

1. Mặt phẳng (œ) đi qua ba điếra A(-2; 0: 0), B(0: 3; 0), C(©; 0; 5). 

2. Mặt phẳng (B) đi qua điểm M(2; 3; 1) và song song với mặt phẳng (œ) 
nói trên. Tìm giao điểm của mặt phẳng (ð) này với các trục tọa độ. 
__3. Gọi ọ là góc giữa mặt phẳng (œ) và mặt phẳng (Oxy). Hãy tính coso. —_ 

: Giải 


1. Mặt phẳng (œ) cắt trục tọa độ Ox, Oy, Oz lần lượt tại A, B, C. Theo công 
thức lập phương trình của (œ) theo đoạn chắn, ta có phương trình của (ơ) là : 
Trang hay 15x - 10y - 6z + 30 = 0. 

2. Mặt phẳng (8) song song với (œ) nên phương trình tổng quát của (B) có 
dạng : lx - 10y - 6z + D ~.0. 

Vì M2; 3; 1) thuộc (B) nên ta có : 

15.2 - 10.3-6.1+D=zä0<©30-30-6+D-0<2D=6, 
Vậy (B) có phương trình tổng quát là : 1õx - 10y - 6z + 6= 0 
se _ Giao điểm M của mặt phẳng (§) với trục Ox có tọa độ là nghiệm của hệ 


phương trình : ` 
[15x 10y - 6z + 6 = 0 5 
ly=Ó0 : =M(-i00), 
biệt: hi 


« Giao điểm N của mặt phẳng (0) với trục Oy có tọa độ là nghiệm của hệ 
phương trình : 
Í15x ¬ 10y - 6 + 6 = 0 : 
xe=0: =+>N¡(0, -,0). 
5 
zs=0 


se Giaa điểm F của mặt phẳng (ƒ) vót 'rục Oz có tca độ là nghiệm của hệ 


phương trình : 
: 15x ~ lŨy - 6z + 6 =0 
(x=0 ra? (0; 6: 19. 
=9 
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3. TMặt phẳng (Oxy) có phương trình tổng quát là : z =0. Gọi ø là góc nhọn 
giữa mặt phẳng (¿) và mặt phẳng (Oxy), ta có veetơ pháp tuyea cua (Oxy) là 


n =(0;0; 1) và vectơ pháp tuyến của (ơ) là : n„ = (15; -10; -6) 


— — IO+0+(-6)1 6 
|cosợ = |cos|n'; n, |=———— = 


v1B24+100+60JẢÓỒ ?2 























¬ 


¡ — Trong không giau với hệ toa độ Oxyz, cho hai rạt nháng có phương trình | 
| (œ): 2x — my + 3z — 6 + mì = Ô; 











| (B): em + 3) ~ 2y +(Em + 1)z - 10 = 0 
Với giá trị uào của m thì hai mặt phẳng đó : 
1. Song song với nhau. _. 9. Trùng nhau. —g,( Cắt nhau, 
Giải 
1. Hai mặt phẳng (ơ) và (B) song song với nhau khi và chỉ khi : 
2 ÖỂm—_ ả 7m 1) 
m+3 ðm+l “ 10 


2 
Xét : — vã” s = mỸ +âm =4 =0 











+ 
lu H IR GÌ 
2 mạ =Ì 
Xét Tớ sơ êÔn nh. cố ho 
2 Bm+l 10 
-_12 
={‡ ° 10 
mạ =1 


=10 10 
Như vậy không có giá trị nào của m thỏa mãn điều kiện (1) nêu trên. Vậy 
hai mặt phẳng (ơ), (B) không thể song song với nhau. 


sa TT Ca san non nnễŸ . 


+2 2 Bm+l -10 9` 
Vậyy nếu m = 1 thì hai mặt. phẳng (œ), (Ð) trùng nhau. 
3. Từ các tính toán trên, ta suy ra khi m # 1 thì hai mặt phẳng đó cắt nhau. 
Bài 1Ó 


Lấy giá trị m = 1 thay vào tỷ số cuối cùng, ta có : hạ im 1 








Trong khòng gian Oxyz, hãy tìm tập hợp các điểm cácb đều hai điểm phân ] 





kẻ. 


| 

| biệt A(sx; a;; a¿), B(bị; bạ; hạ) oho trước. Chứng tỏ rằng tập Tợp này là mặt | 
— 

¡ phẳng mận AB làm voctơ pháp tuyến và ở: quá trung điển của đoạn ÀÌi 

f 

ị 

{ 

ị 


r\p đng - Tìm tập hựp các điểm: cách đều hai điểm AC; 2:0), 30; 6 ~3), | 


ta 


Giải 
Gọi MŒx; y; z) là điểm cách đều hai điểm A, B ta có : | AM |= | BM | 


Vằ&=aa) +(y-as)? +(z-aa)? = \q(x— bị)? +(y — bạ)Ê + (ø— bạ)? 
Bình phương hai vế và rút gọn ta có : 








2(bì - a¡)x + 2(b¿ - as)y + 2(ba — as)z + nƒ + a2 + a _ bý _ bộ — bộ = 
ai - bị „ a2 - bạ „8ã - bộ 
2 2 2 
Ta nhận thấy phương trình (1) biểu thị cho một mặt phẳng vì đó là một 
phương trình bậc nhất đối với x, y, z trong đó các hệ số bị — ay, bạ — a¿, bạ — aạ 
không đồng thời bằng 0 vì hai điểm A, B phân biệt. Mặt khác, mặt phẳng 





=© (bị— xốp + (bạ— aa)y + (bạ- aa)Z + =0- (1) 


này có vectơ pháp tuyến : f> = (bị -a¡; bạ -a¿; bạ - aa) = AB. 


Thay x = _~ Yy= .. s2 = se vào phương trình (1), ta thấy 


phương trình đó thỏa mãn. Vậy mặt phẳng này đi qua trung điểm của đoạn 

AB và vuông góc với AB nên được gọi là mặt phẳng trung trực của đoạ*: AB. 
Áp dụng : Gọi M là điểm cách đều A và B và I là trung điểm của đoạn AB. 
Giả sử MŒx; y; z), ta có IM.AB =0. 


Ta có : AB = (4; 4; -2) và tọa độ điểm I là kx Ki, TS)" (3; 4; ~1). 








2 
=(x—3;y—4;z + 1) 


TN.AE=0 © dú = 8+ 4 «4)~3+194o 
© 4x + 4y -2z — 3Ù = Nhung hiến. âu l5=0 
là mặt phẳng trung trực của đoạn AB. 
Mặt phẳng này là tập hợp các điểm cách đều hai điểm A, B cho trước. 


-. 


D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 
01. Trong không gian cho ba điểm : A(3; 4; 0), B(1; 5; 3), C(2; -3; 1). 


a) Chứng tỏ ba điểm A, B, C không thẳng hàng và lập phương trình tổng 
quát của mặt phẳng xác định bởi ba điểm A, B,.C đó. 


b) Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng đi qua điểm A và vuông góc 
với BC. 


ĐS : a) AB = (-2; 1; 3) và AC = (-1; -7; 1) không cùng phương nên A, B, 
C không thẳng hàng. Phương trình tổng quát của mặt phẳng (ABC) là : 
22x - y + 15z - 62 =0. 
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b) Phương trình tổng quát của mặt phẳng đi qua A và vuông góc với 
BC là : x- 8y + 2z + 29 = 0. 
02. Trong không gian cho hai điểm : A(-3; 2; 5) và B(1; -2; 3). 
a, Viết phương trình tổng quát của mặt phăng trung trực của đoạn AB. 


b; Tính cosin của các góc hợp bởi mặt TH trung trực đã nêu ở trên và 
các mặt phẳng tọa độ. 


ĐS : a) Mặt phẳng trưng trực của đoạn AB có phương trình tổng quát là : 
, 2x-2y-z+6=0, 
b) Gọi œ, B, y là các góc nhọn hợp bởi mặt phẳng trung trực lần lượt 
với các mặt phẳng Oxy, Oyz, Ozx. Ta có : cosơ = Si cosj] = ã COSY = s: 


08. Cho chùm mặt phẳng có phương trình : 
m(2x — äy + z— Š) + nX — Äy - z — 7) = 


a) Mặt phẳng 5x - 9y - 2z + 12 = 0 có phải là một mặt phẳng thuộc 
chùm hay không ? 
b) Lập phương trình mặt _ của chùm đi qua gốc tọa độ. 
S: a) Mặt phẳng đã cho khâng phải là một mặt phẳng của chùm. 
b) Phương trình mặt phẳng cần tìm là : 9x — 11y + 12x = 0 

04. Lập phương trình mặt phẳng : 

a) Chứa giao tuyến của hai mặt phẳng : 

2x - 7y + 4z — 3= 0, 3x - By + 4z + 11 = 0 và đi qua điểm M(-2; 1; 3). 

b) Chứa giao tuyến hai mặt phẳng 2x - y + 3z - 5 = 0,x+ 2y-z+2=0 

và vuông góc với mặt phẳng x - 2y — z + 3 = 0. 
a) 15x - 47y + 28z — 7 = 0. b)3x+y+2z_—-3= 0. 

05. Lập phương trình mặt phẳng (o) đi qua điểm M(ð; 2; -3) và song song 
với mặt phẳng 2x — y + 4z - 1 = 0. Hãy xét xem các điểm P(1; 2; —1), Q(4; 5; 1) 
và R(-6; 2; -3) có thuộc mặt phẳng (a) hay không ? ` 

ĐS: "m¬. 

e (œ), Q £ (œ), R e (œ). 

06. Tìm góc nhọn giữa hai cặp mặt phẳng sau đây : 

a) 2x-y-2z_-9=0 và x—-y-6=0(P và QI. 

b) 8x - 4y - 8x + 1=0 và V2x- V2y +7 = 0(R và S). 

ĐS:a) (P, Q)=~—. b) Œ, 8) =—. 

4 4 

07. Cho hai điểm A(1; 3; -4), B(-1; 2; 2). Lập phương trình mặt phẳng trung 
trực của đoạn AB. 

ĐS : 4x + 2y — 12x_— 17 = 0. 
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08. Lập phương trình tổng quá: của các mặt phẳng : 
a) Chứa trục Ox và điểm M4: `; 2) 
b) Chứa trục ÓÔy và điểm N(1; 4; -3). 
c) Chứa trục Øz và điêm P3: -4; 7). 
ĐS:a)2y+z =0. biảwx+7 =0, ©) 4x + 3y =0. 
09. Tìm tập hợp các điểm cách đều cá- cáp mặt phẳng song song sau đây : 
a) 4x-y-2z-Ä3=0 và  4x-y-2z-5=0. 
b) 3x+2y-z+3-<0 và  3x+2v-z—1=0. 
ĐS : a) 4x — y -2z - 4= 0 b)3x+2y-z+1=0. 
10. Tìm tập hợp các điểm cách đều hai mặt phẳng cắt nhau có phương trình 
lần lượt là : (œ) : 2x + y -2z - 1= 0. ()): 6x T— 3y — 2z — 2 = Ô.. 
ĐS: Là hai mặt phẳng sau đây : : 
14x + 7y - 14z - 7 = +(18x - 9y + 6z - 6) 
Hai mặt phẳng cần tìm là : 
-4x + 16y - 202— 1=; 32x- 2y -8z- 13 = 0. 
11. Tìm khoảng cách từ : 
a) Điểm A(-29; -4; 3) đến mặt phẳng (œ): 2x— y + 2z— 3= 0. 
b) Điểm B(2; ~1; -1) đến mặt phẳng (ð) :16x —12y -15z - 4 = 0. 
e) Điểm C(4; 2; -2) đến mặt phàng (y) : 12y + 5z +5 = 0. 


Đ8: a) đA,(o) =1; - b)d(,(0)= Sỹ e) d(C, ()) = 3. 


12. Tìm tập hợp các điểm có khoảng cách bằng 4 đến mặt phẳng : 
2x+ äy- 6z— 7 =0 
ĐS: Là hai mặt phẳng có phương trình: se 2x + 3y - 6z— 35 =0 
« 2x+3y_-6z+ 21=0 
13. Lập phương trình pặt phẳng của chìm mặt phẳng có phương trình : 
m(3x - 4y + z + 6) + n(2x - 3y +z + 2) =0 

cách đều hai điểm A(3; -4; -6), B(1; 2; 3). 

ĐS: x—- 2y +z_—2=0, 
14. Lập phương trình mặt phảng chúa giao tuyến của hai mặt phẳng (œ¡) và 
(œ¿) 

(œ):3x-v+2z+ 9z; (q):x+zy- 3=0 


® 


) Song song với trục Ôx. 
) 


c 


Song song với trục Óv. 


O 


}) Song song với trục Òz. 


Đ9: a) y+z— 18=0; bị xetz—2sÔ: #9) x—v+lõ=0. 
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Chuyên đẻ 9 : ĐƯỜNG THẲNG TRONG IHÔNG GIAẬN 


A.TÓM TẮT LÍ THUYẾT 


1. PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ CỦA ĐƯỜNG THẲNG d 








Đường thẳng (đ) đi qua điểm M§(x¿; ya; z¿) nhận a = (ai; a¿; a¿) làm vectơ 


chỉ phương (a # Ö ) - 
—— bái a 
M(x;y;z) dc MạM=ta xui 
X—=Xọ = tây IX =3 + tán đ Mặx; y; Z) 
© {y-Yyo ='a; ©{Y=yo +ta¿ (1) “Mu; Yo; Zo) 
Zz—Zạ¿ = taa Z=Ze + taa 


Phương trình (1) gọi là phương trình tham số của đường thẳng d. 
2. PHƯƠNG TRÌNH CHÍNH TẮC CỦA DƯỜNG THẮNG | 
—X — ZT—ữ\ 

0 = Bộ vo C lÙ (2) 
ân 8¿ 8a 





Từ (1) khử t ta có : Š 


Phương trình (2) gọi là phương trình chính tắc của đường thẳng với quy ước 
nếu mẫu số bằng 0 (ví dụ a¡ = 0 thì x - xụ = 0, nếu a„ = 0 thì z — z¿ = 0...). 
ñ Chú ý: Do cách chọn điểm đi qua uè uectơ chỉ phương mà một đường thẳng 
có thể có nhiều phương trình thamsố uà phương trình chính tắc khác nhau. 
3. PHƯƠNG TRÌNH TỎNG QUÁT CỦA ĐƯỜNG THẲNG 
Trong không gian ta có thể xem đường thẳng d là giao của hai mặt phẳng 
(œ) và (œ') nào đó. Giả sử (œ) và (œ') lần lượt có phương trình là : 
Ax+By+Cz+D=0 và Ax+By+Cz+D=0 
thì đ z (œ) ¬ (œ') có phương trình tông quát là : 
Ax+By+Cz+D =0 
Mạ +By+Cz+D=0 
4. - VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA HAI DƯỜNG THẲNG 
Giả sử đường thẳng d đi qua điểm Mu(x¿; yọ; zu) và có vectơ chỉ phương 





với A:B:Cz A :B:.C. 


Nẻ (ai; a¿; a„), đường thẳng đ' đi qua điểm M°$(x$o; y›; Zo) và có vectơ chỉ 
phương bẹ (bị; bạ; b¿). Ta có các trường hợp : 

a) đ và d nằm trong một mặt phẳng © tua b). MọM¿ =0, 

b) đ và d' đấy tá cưa A b).MgMộ = 0 và ai: a;: a; #£ bị: bạ : bạ. 


c) dq/d @©a¡:a;: as= bị: bạ : bạ # (Xo T— Xọ) : (yọ — Vo) : (#o — Zo). 
d) dzdœöa¡:a;: as= bị: bạ: bạ= (Xo — Xọ) : (Y So — ÿo) : (Zo — Zạ). 


e) d chéo đ ©(aA b).MạM¿ #0. 
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SON TU a6 suy xe: -7asaaœwœœœx : 
5. GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG TRONG KHÔNG GIAN 











= 
Cho đường thẳng d có vectơ chỉ phương a = (a; a;; a;) và đường thẳng d' 
có vectơ chỉ phương b = (bị; bạ; bạ). Gọi là góc giữa d và d,, ta có : 





_— + 
ia.bl laib; + azb¿ + aaba Í 
— TT —===-_-= nan... 


m“ Pw lạ? 2 2 lụ? 2, v2 
lal.Ibl ai +a2 +.83-Qbị + bộ + bạ 


dLrdece aib * a;ba + aaba =0. 
6. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG 


- leosọl = 


Cho đường thẳng d đi qua điểm M((x¿; yọ; Z¿) có vectơ chỉ phương 
a = (a„; a;: a;) và mặt phẳng (o) có vectơ pháp tuyến n = (A; B; C). 


a) Đường thẳng d cắt mặt phẳng (œ) © 1.8 # 0 hay a và n không 
vuông góc hay : đ®#ắt (œ)  Aai + Ba; + Ca; z 0. 






: ¬ — 
b) Đường thẳng d song song với mặt phẳng (œ) © n.a= 0 và điểm 
Aai + Ba¿ +Ca; =0 
Axe +Byạ +Cza +Dz0ˆ 













Mv (6) hay r4 / 6) = | 


c) Đường thẳng d nằm trên mặt phẳng (œ) © SM a= = 0 và Me (œ) hay : 
Aa;, + Ba; +Ca¿ =0 


dc(œ) & : 
Axg + Byo +zo +D=0 


d) Đặc biệt, đường thắng d vuông góc với (œ) © " và a cùng phương 
hay : d 1L (v2) ©ai:a¿:a¿= A:B;:C., 


e) Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng 
Giả sử đường thẳng d có vectơ chỉ phương ˆ 

8= (a¡; a;; as) và mặt phẳng (œ) có vectơ pháp 
tuyến ñ =(A;B;C€). 
Gọi w là góc giữa d và (œ), còn @ là góc 

giữa d và đường thẳng chứa vectơ pháp tuyến 





n = (A; B; C) của (ơ) thì + @ = .. 





Do đó : sing = cosọ với 02<  < 900. 
| Aa, tBa¿ +Ca; Ì 
VA?+B?+C?.jai ta? +a2 


Từ công thức trên ta suy ra đ// (œ) hoặc dC (œ) © Aai + Bas + Ca; = 0, 





“Vậy : sinự = 


158 





|7. KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT ĐƯỜNG THẲNG 

Cho đường thẳng A đi qua điểm Mạ có vectơ chỉ phương a và một điểm 
M¡ trong không gian. Gọi H là hình chiếu vuông góc của điểm M;: trên đường 
thẳng A (mặt phẳng đi qua M: và vuông góc với A, cắt A tại H). 

Ta có: M,H = d(Mụ, A) Mẹ 





Giả sử Mì không thuộc A và MạM; = a. 


Ehi đó hình bình hành MạM;M,M: với 


MụM; = MỊJM, 





= 
=a sẽ có diện tích 














8= |MạM; Aal. 
\ Í MạM; ^ a Í 
Do đó: MH=—Š -— = d(M¡, A). 
khoa lâu lai 
Công thức trên vẫn đúng cho trường hợp Mạ e A. 





D Chú ý : Tu có thể lập phương trình mặt phẳng (a) đi qua Mỹ, nhận a 
làm uectơ pháp tuyến uò tìm được giao điểm H = (a) © A. 
Ta có : d(M,, 4) = \ M,H I. 
8. KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG CHÉO NHAU : 
Cho hai đường thẳng A và A' chéo nhau. Đường thẳng A đi qua điểm Mụ 


có vectơ chỉ phương MạM; = a. 


Đường thẳng A' đi qua điểm Mù có vectơ chỉ phương MạM; = a'. 











Ta hãy tìm khoảng cách giữa A và A.. 
Ta dựng hình hộp : MạM;M;M;M)¿M');M;M); 
(có các cạnh MọM)$ / M;M')¡// MạM)). 
Khi đó khoảng cách giữa A và A' 
bằng khoảng cách giữa hai đáy của 
hình hộp nói trên, tức là chiều cao 
của hình hộp. 
Gọi V là thể tích hình hộp, 
SwoM,Mạ, là diện tích đáy của hình hộp, 






Mẹ Ms 
d(a, A') là khoảng cách giữa hai đường thẳng A và A' thì : 
V— l(aAa).MạMjI 


đ(A,A')= ——— 
MọM¡M;M; 





—~ —~ 
laAa'l 
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Chú thích : Muốn tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau ta 
còn có thể : 

se Lập phương trình mặt phẳng (ơ) chứa đường này và song song với 
đường kia. 





e_ Tính khoáng cách giữa đường kia tới mặt phẳng (ø). 





B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấn đề 1 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH CỦA ĐƯỜNG THẮNG TRONG KHÔNG GIAN 
A. PHƯƠNG PHÁP 













e Đường thẳng A đi qua điểm Mo(xo; vọ; zo) và nhận a = (ai; a;; aạ) làm 
vectơ chỉ phương : M(x; y; z) e A. 










X—Xxọ = tân X=Xọ +tai 


—— 


© MạM=ta © $y-yo =taa © {Y =yg =ta¿ạ (1) 


Z—Zọ = taa Z=Zạ +taa 





M,(xụ; yạ; Zo) 


Phương trình (1) là hệ 3 phương trình và được gọi là phương trình tham 
số của đường thẳng A. Nếu cho biết phương trình tham sế (1) của một đường 
thẳng nào đó, ta dễ dàng thấy rằng đường thẳng đó đi qua điểm MụŒ; Vu; Z) 


và nhận a = (a¡; a¿; aa) làm vectơ chỉ phương. 
Từ phương trình (1) nếu khử t bằng cách viết : _— =———x=———— 


ta được phương trình chính tắc của đường thẳng. „ 
e Đường thẳng Alà giao tuyến của hai mặt phẳng (œ) và (œ) lần lượt có 
phương trình : (œ): Ax+ By +Cz+D=0 
(œ):Ax+By+Cz+D=0 
M(x; y; z) € A © (x; y; z) là nghiệm hệ phương trình : 
ị Ta với A:B:CzA :B:C, 
Ax+By+Cz+D=0 
fŒ Nhận xét : Ta thấy rằng phương trình chính tắc là một dạng đặc biệt 
của phương trình tổng quát của đường thẳng. Mặt khác từ phương trình 
tham số của đường thẳng nếu ta khử tham số t thì được phương trình tổng 
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quát của đường thẳng. Ngược lại, ta cũng có thể biến đổi đưa dạng tổng quát 
của đường thẳng về dạng tham số. Các bài toán này sẽ được xét thông qua 
một số ví dụ nêu sau đây. 
B. VÍ DỤ 
Ví dụ 1 
Lập phương trình tham số, phương trình chính tắc và phương trình tổng 





quát của đường thẳng d đi qua điểm M;(2; 0; -3) và nhận wiễi (2; -3; 1) làm 
vectơ chỉ phương. 





Giải 
Phương trình tham số của đường thẳng d là : 
s ... x-2=ôt x=2+9t 
M(Œx; y;z) ede© MạM=ta © $y—-o= -3t © $y = -3t 
y+3=t z=-3+t 


x-2_ y Zt+tồ 


-8 1 








Phương trình chính tắc của đường thẳng d là : 


Phương trình tổng quát của đường thẳng d là : 








te Ð 

2 -8 tay =6=6- 
x-2_z+3 x-2z-8=0 
2 1 


Chú ý : Do cách khử t khác nhau, ta được các cách biểu thị khác nhau 
của phương trình tổng quát lò các hệ hai phương trình bậc nhất khuc nhau. 


Ví dụ 2 ` 
Lập phương trình chính tắc và tổng quát của đường thắng A đi qua hai 
điểm A(-3; 4; 1) và B(2; 0; 5). _ 


Giải 








Eường thẳng A đi qua điểm A(-3; 4; 1) nhận AB = (5; -4, 4) làm vect- chỉ 


phương nên có phương trình chính tắc là : =_ se T. 








-4 4 
Phương trình tổng quát của đường thẳng A là : 
“Jx+3_y-4 
BE. ˆ -# 4x-ö5y-B8=0 
x+3 z-1 . 
5A. 


'Ví dụ 3 

Lập phương trình tham số và phương trình tổng quát của đường thẳng đ 
đi qua điểm A(2; 0; -3) và vuông góc với mặt phẳng (œ) có phươp z trình : 
2x+y+5z-4=0. 
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Giải 
Đường thẳng ở đi qua điểm A(2; 0; -3) và nhận vectơ pháp tuyến 
n= (2; 1; 5) của mặt phẳng (œ) làm vectơ chỉ phương (vì d L (œ)) nêm có 
x=2+2t q1) 
phương trình tham số là : y=t  - (2) 
ư =-3+ 5t (3) 
Lấy t = v, từ (2) thay vào (1) và (3) ta có phương trình tổng quát của d : 
Am. "êh© H2 





=-3+ðy bty-z-3=0_ 
í dụ 4 ` : 
Lập phương trình tham số và tổng quát của đường thẳng A đi qua điểm 
| M(3: 2; —1) cắt trục Ox, đồng thời vuông góc với trục Ox. _ 


Giải 
Đường thẳng ^ đi qua điểm M(3; 2; -1) vuông góc và cắt trục Ox tại H 
nên ta có H(3; 0; 0). Do đó A có vectơ chỉ phương là : a, = MH = (0; -2, 1). 
Vậy A có phương trình tham số là : 
[x=3 đ) 
y=2-23L (9). 
z=-l+t (3) 
Từ (3) ta có t= z + 1. Thay giá trị này 


của t vào (1) và (2) ta được phương trình 
tổng q+át, của A là : 


Íx=3 x-3=0 
Á: c© 

b A000 y+2z=0 
Ví dụ ð5 
Lập phương trình tham số của đường thẳng d đi qua điểm M(-2; 6; -3) và 

x=l+ỗt 

a) Song song với đường thẳng A có phương trình : ‡y = -2+ 2t. 
z=-8-—t 













b) Lần lượt song song với các trục Ox, Oy, Oz. 


Giải 
a) Muốn d// A phải có vectơ chỉ.phương aa = (5; 2; -1), do đó d có phương 
x=-2+öt 
trình tham số là : 4y =6+2t_. 
\z=-3-t 
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b) Đường thẳng d đi qua điểm M(-2; 6; -3) và song song với trục Ox nên 


nhân vectơ e; = (1; O0; 0) làm vectơ chỉ phương. Ta suy ra phương trình tham 


Íx=-2+t 
số của d là : 4y =6 
z=-3 


« Đường thẳng d song song với trục Oy nên nhận vectơ e; = (0; 1; 0) làm 
vectơ chỉ phương. 


x=-2 
Khi đó d có phương trình tham số là : ‡y =6+t 
z=-8 


e© Muốn d song song với trục Oz thì d phải nhận vectơ e; = (0; 0; 1) làm 


` x=.-2 
vectơ chỉ phương, khi đó d có phương trình tham số là :+Y = 6 
z=-ä+t 


Ví dụ 6 
Lập phương trình tham số và phương trình tổng quát của đường thẳng d : 
1. Đi qua hai điểm A(1; 0; -3), B(3; -1; 0). 
2. Đi qua điểm M2, 3, -5) và song song với đường thẳng A có phương 
: 3x-y+2z2-7=0 
trình : 

x+äy-2z+3=0 







Giải 


1. Đường thẳng AB có vectơ chỉ phương là AB = (2; -1; 3) nên có phương 
x+l+2t q) ' 
trình tham số là : 4y = -t (2) 
z=-3+ädt - (3) 
Từ (2) ta có t = -y. Thay giá trị này của t vào (1) và (3).ta được phương 
trình tổng quát của đường thẳng ÀB : 
x=l-2y “ x+2y-1=0 
z=-3-3y 3y+z+3=0. 
2. Trước hết ta cần tìm phường trình tham số của đường thẳng A cho t:ước : 
3x—y+92—7 =0 4) 
x+3y-2z+3 =0 (5) | 
: Št-y+22—-7=0 (6 | 4t+9y-4=0 
t:x=t, từ (4) và (5), ta có :. C — : 
4120902: 5003⁄00020u6006 77. TT Tế, mị y=-ðt +2 
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Thay giá trị của y vào (6), ta có : 
Bb4:2t-.8+0‹. 2x0 xã 1= tổ, 
32. 
Vậy phương trình tham số của đường thẳng A cho trước là : 


xX=t „ : 
y=-2t+2 
Ta 
: 2 2 


Do đó đường thẳng d // A có vectơ chỉ phương a¿ "Ăn -9; 3] Ta có thể - 


lấy a' làm vectơ chỉ phương của d nên a' = (2; -4; -ỗ). 
Vậy phương trình tham số của đường thẳng d là : 


x=2=2tU 8 ` V 
y =ä-4t' << -— =—- 
z = — -Bt' W 


Do đó đường thẳng d có phương trình tổng quát là : 
~4(x- 2) =20 -3) _ 2x+y-7=0 
~ð(x- 2) = 2(z + ð) 5ðx+2z2=0 ˆ 


PQ 


Chú thích : Người ta có thể tìm uectơ chỉ phương a, của đường thẳng A cho 
trước bằng cách khúc. Ta xem A là giao tuyến của hai mặt phẳng (œ) uè () : 


(a):3x~y+9z—-7=0=—n,=(3;-1;9) —, 
(8) :x + äy - 2z + 3= 0 = nạ = (1; 8; ~9), 


Khi đó uectơ Bạ =n,Ann lỳ uectơ chỉ 
phương của đường thẳng A = (œ)  (Ø). 
Do đó : 


> (|1 2||2 3 ||3 -1 
= F ỉ =(- 4; 8; 10). 
"| c4 dhh sjrce929 
Tu có thể lấy Pu =(2; -4; -ð) làm uectơ chỉ phương của A. 
"Ví dụ 7 








Lập phương trình tổng quát của đường thẳng A đi qua điểm A(3; -1; -4), 





cắt trục Oy và song song với mặt phẳng : 2x + y=0.- 


Giải 
Gọi (œ) là mặt phẳng qua A3; -1; -4) và song song với mặt phẳng 2x + y = 0. 
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Do đó (œ) có phương trình là : 2x ~ v + D =0 

Ae(œơ)—=6—-1+D=OE=D-= 

Vậy (ơ) có phương trình tổng quát là 2x + y - 5= 

Gọi (B) là mặt phẳng qua A và chứa Ôv. Do ảó (5) có bai vectơ chỉ phương 
OÁ = (3; ~1; -4); e; = (0; 1; 0) 


Ta suy ra vectơ pháp tuyến nạ của (J) có tọa độ là 


- 
Hạ 


A(3; -1; -4) e (B) nên phương trình tổng quát của (0) là : 
4(x — ø) + 0(y + 1)— 3(z — 4) = 0 hay 4x - 3z = 0. 

Hai mặt phẳng (œ) và (B) có chung điểm A nên có giao tuyến A đi qua A, 
mặt khác A c (œ) // mặt phẳng 2x + y = 0 nên Asong song với mặt phẳng 
2x + y = 0. Hơn nữa A c (ð) mà (j) chứa Oy nên trong mặt phẳng (B) hai 
đường thẳng A và Oy cắt nhau vì chúng không cùng phương. 
2x+y-5=0 
4x— 3z =0 


-1 -Á|' 
1 0Ì” 





-4 3|. 
0 0ˆ 





h 4Í 





| = (4,0; 3). 


Vậy ta có phương trình tổng quát của A = (œ) ^¬() là : | 


Vấn đề 2 : VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA ĐƯỜNG THẮNG VÀ MẶT PHẲNG 
A. PHƯƠNG PHÁP _ _ 
1. Giả sử đường thẳng d được cho bởi phương trình tham số 
X= Xọ +tan 
(d): ‡y = yọ +ta; và mặt phẳng (o) được cho bởi phương trình tổng quát 
\Z = Zọ + Eaa 
(œ): Ax + By +Cz+D=<0. 
Số giao điểm của d và (œ) chính là số nghiệm t của phương trình : 
AG + tai) + B(yo — ta¿) + C(2o + ta) + D =0 q) 
e Nếu phương trình (1) vô nghiệm © d// (ơ). 
e Nếu phương trình (1) có 1 nghiệm tụ c> d cắt (œ) tại điểm M có tọa độ 

















XM = Xg + tua: 
da (œ)= M(xw; YM; ZM) > {YM =Yo +tụâa. 
ZM =Zo +34. 
se Nếu phương trình (1) có vô số nghiệm c> d c (0). 
2. Góc giữa THỜNG thẳng d và mặt tháng (œ) được suy ra từ góc: giữa %etbg 


chỉ HE aa của d và vectơ pháp tuyến n„ của (œ): 




















|Aa + Ba; + Ca} 
vVA? +Bˆ? +C? vay2a;2 + aạ”, 
d 1 (ơ) © Aaya + Ba; + Caa = 0 


Chú thích : Nếu đường thẳng d được 
cho bởi phương trình tổng quát : 
BÉ: ta +Byy+C¡z+D¡ =0 


sin(d, ơ) = 





cos(a„ ,„n s- 


Asx+B;y+C;z+D; =0 


Uờ (œ) được cho bởi phương trình tổng quát : 
(z) : Ax + By + Cz+ D=0 
'| thì muốn tìm giao điểm d ¬ (ad) ta giải hệ phương trình gồm 3 phương trình 
uà 4 ẩn A, B, C; D (uì 4 ẩn này xác định sơi khác một hệ số tỉ lệ nên 4 ổn 
BCD ^ 

này tương đương uới 3n. Giả sử A + 0, ta cần tìm ^^" còn Pt =1). 
Một khác có thể vh 2# phương trình đường thẳng d uề dạng tham SỐ uà 

sau đó thực hiện các bước làm như trên. 

B, VÍ DỤ 

Ví dụ 1 

Xét vị trí tương đối của mặt phẳng d và mặt phủng (œ) trong p> trường 

hợp sau : 











¬ và (œ):3x+2y+z-1=0. 


Giải 
x=l*+t 
1. Ta chuyển phương trình của d về dạng tham số : ‡y = ~1- 2t/. 


Thay giá trị của X, y, z vào phương trình mặt phẳng (œ), ta có : 
8Œ +t) +21 ~ 2t) +4 -1=0 œ 3t =0et =0, 
| xu=1 - | 
Vậy d cắt (œ) tại điểm M: ‡yw =1 = M(; -1; 0). 
'|Zwm =0_ 
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2. Xét phương trình : (1 + t) + 3(2-— t) + (1+ 2t)+1=0 Œ) 
0.t+ 9=0: (1) vô nghiệm. 
Vậy d // (ơ). 
3. Xét phương trình : (1 + v) + (1+ 2v)+(2—3v)—- 4=0 (2) 
0.v =0: (2) có vô số nghiệm : 
Vvv e R đều là nghiệm của (2). 
Vậy d c (G). 
_ Ví dụ 2 
Cho mặt phẳng (P) có phương trình : 2x + y +z_— 1=0 





x-l_y _ Z+2 


J1 =8. 





và đường thẳng d có phương trình : 





a) Tìm giao điểm M của d và (P). 
b) Viết phương trình đường thẳng A qua M vuông góc với d và nằm trong 






(P). 
Giải 
x=l+2t 
a) Ta có phương trình tham số của đường thẳng d: ‡y=  £ 
z=-2- 8t 


Thay các giá trị của x, y, z vào phương trình của mặt phẳng (P) ta có : 
2(1 + 2t)+t+(C2-— 3U)— 1=0 


2t-1=0=t= s 
2 


, Xu =2 
: 1 1. 7 
Vậy d cắt mặt phẳng (P) tại M : YM =M(2:3:- š) 
Lên Ghi 
M2 


b) Gọi (œ) là mặt phẳng qua M và vuông góc với đường thẳng d. Dựa vào 
phương trình tham số của d, ta biết d có vectơ chỉ phương vi. (2; 1; - 3). 


M:' phẳng (œ) nhận v làm vectơ pháp tuyến và (œ) qua M(2r 3] nên có 


ph ng trình : 2(x ~ 2) + 1{»-2)- {z+2]= 


© 4x + 2y - 6z - 26=0.: 
Vậy mặt phẳng (o) có phương trình : 2x + y — 3z — 13 = 0 
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Đường thẳng A là giao tuyến của mặt phẳng (œ) và mặt phẳng (P) nên có 
2x+y-3z-18=0 (œ) ` 


hương trình : A : 
“Su v0 an. (B) 


Đường tháng A nằm trong (œ) mà (œ) L d nên A L d. 
Mặt khác vì A = (œ)  (P) nên A c (P). 
Ví dụ 3 





=z—1 và mặt phẳng (œ) 






Cho đường thẳng d có phương trình 







có phương trình : x + 2y + 3z — 1ð = 0. 
a) Tìm giao điểm của d cắt (o). 
b) Viết phương trình hình chiếu vuông góc d' của d trên mặt phẳng (œ). 





Giải ˆ 
`. Jx=2+ät 
a) Đường thẳng d có phương trình tham số là :4y = -2 + 4t. 
z=1l+t 


Thay các giá trị của x, y, z vào phương trình mặt phẳng (o) ta có : 
(2 + 3t) + 2(—-2 + 4t) + 3(1 + t) - 1ð = 0 
lát - 14=0—=t=1 
Xu =5 đ 
Gọi M = d n¬ (ơ). Ta cóóM: 4y =2 = M@5; 2; 2). 
Z = 2 





b) Mặt phẳng (d, d) nhận vectơ pháp tuyến 
nụ = (1; 2; 3) của mặt phẳng (œ) và vectơ chỉ 


phương aạ = (3; 4; 1) của đường thẳng d làm 
lcặp vectơ chỉ phương. 


Gọi n làm vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (d, d). 


3 1 2 
z ; : Ì =— (—10; 8; -2) 
1 4 | 


4 1 313 
có ¬ 
Chọn n= (5; -4; 1) cùng phương với n làm vẹctơ pháp tuyến của mặt 
phẳng (đ, đ'). Ta có phương trình của mặt phẳng (d; d) là : 
5(x - 5) — 4(y — 2) + 1(z - 2) = 0 © 5x — 4y + z— 19 =0.. 
9 Ta suy ra hình chiếu d'` của d trên (a) có phương trình là : 
ðx—- 4y rz- 1920 
lá Hành VEH 











Ta có : =| 
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Chú thích : Có thể chuyển phương trình của d thành phương trình tổng 
quú£ như sau : : 
4(x-2) = 3(y +2) 4x-ä3y-14=0 
(x- 2) = 3(z - 1) x-3z+1=0 
- Phương trình mặt phẳng (d, d') là một phương trình mặt phẳng thuộc 
chùm mặt phẳng có dang : m(4x - 3äy - 14) + n(x - 3z + 1) = 0 
7œ cần xác định m uà n sao cho uectơ pháp tuyến của mặt phẳng (d, d) 
uuông góc uới n„. Sau đó ta lập được phương trình đường thẳng d' cần tìm. 
Ví dụ 4 
Cho đường thắng d và mặt phẳng (œ) lần lượt có phương trình : 









4): 2+ Ẻ#=, (œ):x+y—2z+ 7= 0. 
Lận, phương trình đường thẳng d là hình chiếu của đường thẳng d trên 
mặt phẳng (o'). 






Giải 
Gọi (ð) là mặt phẳng chứa d và đ'. Mặt phẳng này vuông góc với thấp 


phẳng (ø'). Mặt phẳng (B) có cặp vectơ chỉ phương gồm vectơ chỉ phương Bạ 
của đường thẳng d và vectơ pháp tuyến nà của mặt phẳng (œ). ˆ 
Ta có:  aa =(2; 1;3) 
nụ„ = (1; 1; -2). 
Từ đó ta tìm được vectơ pháp tuyến của 
mặt phẳng (6) là : 


> (Íl 3|lB 2||B 1 
"; "| k nh J|2c5nĐ 


1 

Phương trình của (B) có dạng : -ðx + 7y +z+D=0. 

. Từ phương trình chính tắc của d, ta tìm được điểm M(0;1; 1) e d 

Do đó M e (ð). Thay tọa độ của M vào (1) ta có : 

-ð.0+7.1+1+D=0=D=-8 

Vậy phương trình của (B) là : -5x Ẳ 7y+z—8 =0 hay ðx - 7y -z+8=0. 

Ta có : d = (œ) n (8). 

Vậy phương trình của đường thẳng d, hình chiếu vuông góc của đường 
thẳng d trên mặt phẳng (o) là : 
_ Jðx-7y-z+8=0 

. ï 
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Chú thích : Có thể lập phương trình tổng Linh của mặt phẳng (8) ruhư 
SƠu : : 
Mặt phẳng (8) có uectơ pháp tuyến. nạ= (-ð; 7; 1) uà đi qua điểm Mặ@; 1; 12 
nên có phương trình là : 
-ỗð(x - 0) + 7(y - 1) + 1(z - 1) = 0 © -õx + 7y+z_-8=0. 

Ví dụ ð 
Cho đường thẳng d và mặt Tin (P) lần lượt có phương trình là : 

x=2-t 

d:$y=ð (P):y-z+2=0. 
zø=1l+t 












a) Qua giao điểm M của d và (P), hãy lập phương trình tham số và tổng 
quát của đường thẳng A vuông góc với (P). 

b) Tính góc giữa đường thẳng d và (P). Viết phương trình tổng quát của 
đường thẳng m đi qua M vuông góc với d và nằm trong (P). 








Giải 
a) Gọi M = đ ^ (P). | 
Tacó: 5-(1+t)+2=0 
6-t=0=t=6 
Tọa độ. giao điểm M là : 
Xu =4 
M|y =5 = MC4; 5; 7) 
Xu =7- 





Đường thẳng A nhận vectơ pháp tuyến n;# (0; 1; -1) làm vectơ chỉ 


“hy x=-4 
phương nên có phượng trình tham số là : A : 4y=B+t. 
: |z=7-t 
=-4 x+4=0 : 
Phương trình tổng tuất của A là: ịA T12 h +. 12 » 0 


b) Ta có : Ba = (—1;; 1) là vectơ chỉ phương của đường thẳng d 


np= (0; 1; —1) là vettơ pháp tuyến của mặt phẳng (Œ®) 
[~1.0+0.1+1-1)1_ 1: „ 





ki ho: 
sin(đ,P) =|leos(aa,n, ]=——————————=-. 

: : Ẻ 3) V1+0+1/0+1+1 2 
sin(á,P) = 2. Vậy (ñ,E Đ=ẽ = 800. | 
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Gọi (B) là mặt phẳng qua M nhận Éu = (-1; 0; 1) làm vectơ pháp tuyến. 

Ta có phương trình tổng quát của (8) là : 
—1(x + 4) + O(y — 5) + 1(38_— 7)=0 ©-x+z_— 11=0. 
_ =0 
Vậy m = (B) ¬ (P) có phương trình tổng quát là : ch 
y-z+2=0 

Vấn đề 3 : VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA HAI ĐƯỜNG THẮNG 
A. PHƯƠNG PHÁP 


l “ 
1. Cho đường thẳng a đi qua điểm M, có vectơ chỉ phương a = (a¡; a;; as) và 





đường thẳng b đi qua điểm N có vectơ chỉ phương b = (bị; bạ; bạ). 


©Ồ ca Lb<€©aibi + a¿b; + aab; = 0. 
e a cùng phương với b © a=kb vớikeR 


a/be24a=kb 
ab=Ø 


—> 


©Ổ achéobe a ;b, MN không đồng phẳng. 


: a; b,MN để .phẩ 
se acắtbc© : Ý M0088 
a#kb vớik eR 
de 2z l8 GP 
5. 
a =kị.MN 


2. Xét mặt phẳng (ở) chứa aVà (œ) cùng phương với b : 
'e a và b đồng phẳng «s điểm N e(œ). 
-©. avà b chéo nhau © điểm NeŒ@).Ố 
3. Góc giữa hai đường thẳng a và b : 
|atb + 8zbạ +agba|- 
\a? +? +aạ? ^bi +b. +bạ? 
4. Cách tìm giao điểm của hai đường thẳng a và b : 
-e© Nếuavà b đầu có dạng tham số. Giả sử : 
X=#Xo + tai - x-# Xạ + thị 
a: {Y =yo + tâa b:4y = yọ +thạ. 
Z =Zạ + taa z= 1g + tạ - 


đo#ện, bị < ko 5 Š 
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Xọ + tai = xọạ + ty 
Tìm t và t' bằng cách giải hệ phương trình : $yọ + ta; = yọ + tạ. 
Zạ + taa = Z¿ + thạ 


Giả sử tụ và tụ là nghiệm duy nhất (nếu có), ta thay tụ hoặc tụ vào 
phương trình tham số của a hoặc b ta tìm được . điểm nã của hai đường 
thẳng a, b. 

se Nếu phương trình của a có dạng thuềi số phương trình của b có dạng 
tổng quát, ta thực hiện : 

Thay các giá trị x, y, z từ phương trình tham số vào phương trình tổng 
quát ta được hệ hai phương trình chứa t. Nếu hai giá trị của t bằng nhau thì 
hai đường thẳng a, b cắt nhau. 

Thay giá trị đó của t vào phương trình tham số ta sẽ tìm được tọa độ 
giao điểm. 

e Nếu cả hai phương trình đều có tưng tổng quát thì ta giải hệ 4 phương 
trình 3 ẩn x, y, z hoặc tham số hoá các phương trình đó và giải như ở phần 
trên. 











B. VÍ DỤ 
Ví dụ I 
Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau đây : 
x=-ä3+2t x=B+t 
1. 3: =-2+dL .~ b: =—l-Á4t". 
leo z=90+t 
X=-l+t x=l+2t 
2. a: +y=2t b:4y=7+t 
z=2-E z=3+4tU 
x=l+t x=1+2t' 
3. a: sy=2+t b: 4y=-1+2t. 
z=3~-t z=2- 2L 
Giải 
1. Giả sử Mo(%ọ; yo; za) là giao:điểm của a và b, nghĩa là Mọ = a n b, do đó : 
-8+2t =.B+t 2t—t'—8=0 | 


-2+3t =~1—4t' © J3t+ 4t'—~1=0 
6+4t = 20+t* ` |dt-t-14=<0: 


t=3 Xạ =3 
={ — _=lyo=7 =Mạ(3;7; Tổ, 


tí =~8 
Zạ = 18. 


Vậy a cắt b.tại điểm Mạ(3; 7; 18). 
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2. Giả sử Mu(xọ; yọ; zạ) là giao điểm của a và b, ta có : 
-l+t=l+2t t-Ý2U-2=0 
2t=7+t «©42t-t'-7 =0 
3-t=8+át -t—4t'~1=0 


Hệ phương trình trên vô nghiệm, nghĩa là a và b không có điểm chung. 
Đường thẳng a có vectơ chỉ phương v, = (1; 2; -1) và đường thẳng b có vectơ 


chỉ phương vụ = (2; 1; 4). Ta có :(1:2:-1)z(2:1:4) 
Như vậy v, và vị không cùng phương nên a và b chéo nhau. 


3. Ta nhận thấy hai đường thẳng a và b có các vectơ chỉ phương v„ = (1; 1; -1) 


và vụ = (9; 2; -2) cùng phương. Xét điểm M(1; 2; 3) e đường thẳng a; ta thấy 


1=2+2t 2t =-1 
M không thuộc b vì 42 =-1+ 2t © 42t=3 là vô lý. 
3=2-2t 2t = —1 
Vậy a //b. % 
Ví dụ 2 


Tìm tọa độ giao điểm của hai đường thẳng d; và d; : 


h d; : 


x-y+z-1=0 (2) 2x-y+1=0 (4) 





ằ ¿he hp Mi (1) St iEEP li 
1” 


Giải 
Ta giải hệ bốn phương trình (1), (2), (3) và (4). 
Từ x-y+z-1=0 (2) 
3x+y-z+3=0 (3) 


ta có 4x =-2 >x=-~ 


t2|—¬ 


Thay x= =. vào (1) ta có z = S, 
2 2 


Như vậy là từ 3 phương trình (1), (2), (3) của hệ, giải ra ta có nghiệm là 


Xz~ 5: y=0,z= s: Thay các giá trị này vào (4) ta thấy phương trình (4) 


nghiệm với các giá trị đó. Thực vậy : 


2x-y+ 1=2(ög]-0+1=0 
Như vậy 2 đường thẳng d¡ và d; cắt nhau tại điểm M có tọa độ là : 
M|-Š¡0: 3) 
N. ó 
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Ví dụ 3 

Xét vị trí tương đối của hai đường thắng a, b sau đây : 
x=l=2t 

a: y=2-2L; 

z=-l 







b: 3x+2y-10=0 
_|z-4=0 


Giải : 
Thay các giá trị của x, y, z từ phương trình của a vào phương trình của b 
ta có : ï 


"nh 


ô lý. 
¿s0 cũ cu“ 


Vậy hệ phương trình trên vô nghiệm, nghĩa là a và b không có điểm 
chung. 
Đường thẳng a có vectơ chỉ phương a' = (2; -2; 0). 


° ' - 
Đường thẳng b có vectơ chỉ phương b', dựa vào các vectơ pháp tuyến của 
hai mặt chẳng cắt nhau có giao tuyến b, ta có : 


- 
Phop dỔ = b= vàn: ` Ồ "ụ š = (2; -3: 0). 
0 0 1 0 1 H1 0 


0 0| 
Ta nhận thấy a' và b không cùng phương vì (2: -2:0) z (2: -3: 0). 


Vậy hai đường thắng a và b chéo nhau vì chúng không có điểm chung và 
không cùng phương. 


Ví dụ 4 | 
Lập phương trình tổng quát của đường thẳng A đi qua điểm M(0; 1; 1) 




















vuông góc với đường thẳng d, : = 5 = .# ï : = z và cắt đường thẳng 
_Jx+y-Z+2=0 : 
?'x+1=0 l 


Giải 
Trước hết ta lập phương trình mặt phẳng 
'(œ) đi qua điểm M(O; 1;.1) và vuông góc với dạ 
Đường thẳng d¡ có vectơ chỉ phương : ~ 
v=(;11 — 
Từ đó suy ra mặt phẳng (œ) có phương trình :. 
— 8Œ&«=0)+1(y—1)+ 1(ø-— 1Ù <0 
©3x+y+z—2=0. 
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Gọi H là giao điểm của mặt phẳng (œ) và đường thẳng d; có tọa độ thỏa : 


3x+y+z-2=0 q) 
mãn hệ phương trình : 4x+y-z+2=0 (2) 
x+1=0 (3) 


Từ (3) ta có x = -1. Thay giá trị này của x vào (1) và (2) ta có : 
-3 -2=0 
Hết lên =>2y=4—y =2. 
=l+y-z+2=0 
Thay giá trị x = —-1 và y = 2 vào (2) ta tính được z = 3. 


Vậy điểm H = dạ n (œ) có tọa độ là (-1; 2; 3). 
Ta suy ra vectơ MH = (T1; 1; 2). 


Đường thẳng A chính là đường thẳng đi qua điểm M(O; 1; 1) nhận MH 
làm vectơ chỉ phương, do đó A có phương trình chính tắc là : 





Ta suy ra A có phương trình tổng quát là : 
So nó bêu ÔBGS vai 
2x=-z+]l 2x+z-1=0 


Ví dụ ð 


Tìm góc nhọn hợp bởi hai đường thẳng a và b trong các trường hợp sau : | 
















x=2+t : 
1. (a):{y=1-42t Œ): x-8< THỦ c SỐ, 
z=-l1+t 2 = 
, -_?, z—3 x-y=l=0 
%9 l0J:v-1£. ST (b): 
20 Sở -1 v2 PK 


Giải 
1. Gọi vụ và vụ lần lượt là các vectơ chỉ phương của a và b. 


Ta có : vụ = (1; - V2 ;); vụ = (1; V2 1). 


¬ [3<#<3 1 
g68IX. 6. 1< cỶ== ===—=——==ẻ 
v 4 V1+2+1A1+2+1 2 


Ta suy ra : cos (a,b) = 





Vậy (a,b) = 3= 607. 


``^— ¬ đã ' No 
2. Gọi vụ và vụ lần lượt là các vectơ chỉ phương của a và b. 
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Ta có vụ. = (1; -1; 42). 


Vectơ vụ được tính như sau : 
1-10 = Ai ỆẾP 
⁄2 0-1 Dã 


Ta SUY ra : cos( a,b) = 


0 1 


-1 48|` 


1 


J2 0 





-1l Ô 
0 














25489 








co q. I1-1+21 1 
"“ ` Vlv1+2/1tl1+5 2, 


Vậy (a,b) = sẽ 600. 


_ Ví dụ 6 


Lập phương trình của đường thắng đi qua điểm M(-4; 5; 3) và cắt đường 
thẳng d;¡ và d; lần lượt có phương trình là : 





2x+3y+11=0 
vi Iài Mê: 
"Giải 
Gọi (œ) là :aặt phẳng xác định bởi dị và M. Mặt phẳng (œ) thuộc chùm 
mặt phẳng có phương trình : m(2x + 3y + 11) + n(x + 3z — 5) = 0 

M(-4; 5; 3) e (œ) nên ta có: m(- 8 + 15 + 11)+n(-4+9-5)=0 
© 18m = 0 © m = 0, ta chọn n = 1 

Vậy mặt phẳng (e) có phương trình là : x + 3z - 5 = 0. 
Bây giờ ta cần tìm giao điểm N của (ơ) với dạ. 


_'Ta có phương trình tham số của đường 
x=2+2t 
thẳng d; là : 4y =-1+ 3t 
z=1-öt 





Thay các giá trị của x, y, z vào phương trình (œ) ta có : 
(2 + 2t) + 3(1 — 5t) - 5 =0 © -13t =0 ©t=0 
Điểm N = (œ) O đ; có tọa độ là : N2; -1; 1) 


Ta có MN= (6; -6; 2). Đường thẳng MN có phương trình chính tắc là : 


đưNG/ tt 76 E2. 


: p4, (9; —6; —3). 


Hai đường thẳng MN và d; đồng phẳng và không cùng phương nên cắt 
nhau. Như vậy đường thẳng MN đi qua M cắt d; và dị. 


_ ' ni lệ 0 KÌ 
Đường thẳng d; có vectơ chỉ phương v = È 4 bi 





176 


Chú thích : Tơ có thể lập phương trư‹nh mặt phẳng (ñ) xác định bởi dđ; uờ 
kẻ Mặt phẳng (Ø) đi qua điểm A2; -1;¿ 1) uà M nên nhận AM= (-6; 6; 2) uà 
v = (2; ở, -5) làm cặp uectơ chỉ phương. 


— =. s* 5s .—L3 8| 
Ta tìm UectƠ Nụ, = TẠM AV xÍ , : : lb (—9; -11; -15). 
2 -B |-Ð 2 3) 


(3 
To lập phương trình mặt phẳng (j) : -9(x - 2) - 11(y + 1) - 1ỗtz - 1) = 0 
«© 9x + 11y + 15z - 22=0 
Tơ có MN = (œ)  (Ø). Do đó đường thẳng cần tìm có phương trình là : 
x+3z-5=0 
". 15z--22=0_ 





Vấn để 4: KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT ĐƯỜNG PHẲNG 
KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI ĐƯỜNG THẮNG CHÉO NHAU 
A. PHƯƠNG PHÁP 


e«_ Khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng A. 
—_ Viế: phương trình tổng quát của mặt phẳng (ơ) đi qua M và vuôi:+ góc với A. 





—_ Tìm tọa độ giao điểm H = (tu) ^ A. 


e©  Rhoảrg cách giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b. 
-_ Lập phương trình mặt phẳng (ơ) chứa a và song scng '¿ b. 
~_ Lấy một điểm M nào đó trên b (M có tọa độ thỏa mãn phương trình của b}. 
—_ Tính d(a, b) = d(M, (œ)). 


- đ(M,A)= | MHI, " 
Cách khác : Giả sử đường thẳng A đi qua điểm " sả ị 
Mụ và có a là vectơ chỉ phương. ƒ ị | 
-_ Tìm diện tích S = l MạM Aa l. : Sa | 
=—— - có ị 
xaøESÓ Ma | 
m. ÔiAhlje Na e6 So, ‹ạ. VÂN | 
lal lal | 
Ì 
Ị 
ì 





B. VÍ DỤ 
co Ý“....nnnổC hs 0n ri NV 
Cho hai đường thẳng dị và d; lần lượt có phương trình. K 
=1l+£2t : | 
dị: $y=7+t đ; cx+iet£. sẻ 
z=3+4át 


Chứng tỏ dị và d, chéo nhau. Tính khoảng cách giữa chúng. — — 








Giải 
- Đường thẳng d¡ đi qua điểm A(1: 7; 3) và có vectơ chỉ phương sa =(2;1, 4) 
Đường thẳng d; đi qua điểm B(-1; 2; 2) và có vectơ chỉ phương V, =(1;2; -1) 
Muốn chứng minh dị, 3; chéo nhau va chứng mình ba vectơ h , V§ : z8) 
không đồng phẳng. Ta có AB = (-2; -5; -1) 


W BỊ đủ 3 (-8; 6;8)= 8. 
& W› = _ = (-9, 6; 3) = nụ 
: lh sử Lá: 1 21 & 


—> 


và V, 
CV, A V,).AB =18-— 30 — 3 = -1ð z 0. 

Vậy dị và dạ chéo nhau. 

Gọi (ơ) là mặt phẳng đi qua điểm B chứa d; và song song với dị. Ta lấy 


n„ = (3; -2; -1) cùng phương với n„ làm vectơ pháp tuyến của (œ). Ta có 


phương trình của (œ) là : 
— 8(x + 1)- 2(y - 2) ~ 1z — 3) =0 © 3x — 9y ~z + 9 = 0. 


I81-97-8+81 5 514 








Khoảng cách d(a, b) = d(A, (œ)) = 














V9+4+1 M14 14 
Ví dụ « 
Tín: khoảng cách từ điểm M(1; -1; 1) đến đường thẳng A có phương 
trình : LH óc . 
1 3 1 
Giải 


Đường thẳng A đi qua điểm A(2; 0; 1) và nhận vectơ a= (1; 3; 1) làm 
vectơ chỉ phương. A(2; 0; 1) 
Ta tính tích có hướng : 





MÔ: ~1; 1) 


ị 


AMaAa với AM=(-1; -1;0) 
AM xa! 
————: trong đó : 


lai 
an TS =1 0 |0 -1{ |1 -1 
A = ; h = (-1; 1; -2). 


vl+l+4 6 


Do đó d(M, A)= = 


VI+9+1 V11. 








d(M, A)= 





¬ 
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Cách khác : Gọi (œ) là mặt phẳng đi qua M(1; -1; 1) và vuông góc với A 
nên (œ) nhận P làm vectơ pháp tuyến. Do đó mặt phẳng (œ) có phương trình 
1.(x— 1)+ 3(y + 10+ 1(2z2-— 1)=0<>x+ä3y+z+1=0 (ơ) 

Ta chuyển phương trình đường thẳng A sang dạng tham số : 


[x=2+t 
tý =3t 
|z=1 +Ê 


Gọi H= An (ơ). 
Ta có: (2+t)+3(3t)+(1+t)+1=0 








1 =T4 te, 
Nữ dc ⁄8 tị - MỸ =[ Ty _11 
4 7 
AC” AT dã 





—| [axlrl6 [© gg 
Vậy : Mử >= 49+1+16 = N.ã = d(M, A)= ln $ 
121 11 11 


Vấn đề 5 : ĐƯỜNG VUÔNG GÓC CHUNG CỦA HAI ĐƯỜNG THẮNG CHÉO NHAU 
A. PHƯƠNG PHÁP 










lx Muốn chứng minh hai đường thẳng a, b chéo nhau ta cần thực hiện các 
bước : 
- Chứng minh a ¬b z Ø. 


~ Tìm các vectơ chỉ phương của mỗi đường và chứng minh hai vectơ đó 
không cùng phương. 


se Giả sử đường thẳng a đi qua điểm A và có vectơ chỉ phương a, đường 


thẳng b đi qua điểm B và có vectơ chỉ phương b. Muốn chứng minh a, b 
chéơ nhau ta cần chứng minh : 


—_ Ba vectơ 8u b, AB không đồng phẳng : 
(AAb). AB z 0 nghĩa là chứng minh vectơ aAb không vuông gé : với 


— 
vectơ AB. 








~ Hoặc không tồn tại hệ thức ÁB =max+nb 
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se Để lập phương trình đường vuông góc chung A của hai đường thẳng chhéo 
nhau a và b, ta cần thực hiện các bước : 

— Tìm vectơ chỉ phương ' a của đường thẳng a và vectơ chỉ phương b (của 
đường thẳng b, rồi tìm vectơ tre b: A b cổ tính chất = H m 'Về nữ, 

-_ Lập phương trình của hai mặt phẳng (œ) và () : 


- 


a > 
(œ) chứa a và cùng phương với n sa Đi 
- — 
(nhận a, n làm cặp vectơ chỉ phương). a 
(B) chứa b và cùng phương với n HH 
(nhận b : x làm cặp vectơ chỉ phương). b b 
ke. 


— Lập phương trình của A = (œ) a (8). 


Chú thích : Muốn lập phương trình đường 
Uuuông góc chung A của hai đường thẳng chéo nhau q 0à b ta còn có thể thục: 
hiện theo các bước sau đây : 


se Cách 1: 
— Tìm vectơ chỉ phương n của đường vuông góc chung thỏa mãn điều 


- 


kiện n1 a vàn! b. 

_ tập phương trình mặt phẳng (ð) chứa b và cùng phương với n " (nhận 
b và n làm cặp vectơ chỉ phương). 

—_ Tìm giao điểm A = a a (8). Ị 

- Lập phương trình đường thẳng đi qua điểm A nhận n làm vectơ chỉ 
phương : Đó là đường vuông góc chung của a và b. 


‹ốỔ Cách 2: 


- Chuyến phương trình của a và b về dạng tham số. Giả sử a và b có 
phương trình : 


. x=xy +Ey 
(a): 4y =yo +tâ; (b): $y=y¡ttbạ 
Zz=Zạ + taa lz=zZ¡ + thạ 


Như vậy có nghĩa là đường thẳng a đi qua điểm Mẹ; yọ; Zo) có vectơ chỉ 
phương a = (a; a;; as) và đường thẳng b đi qua điểm M¡Œx; y¡; Z4) có vectơ 
chỉ phương b = (bị, bạ; bạ). 


Bây giờ trên đường thẳng a ta lấy một điểm A bất kỳ có toa độ là 
(Xo + tâi; Yo + tâa; Zo + taa) và trên đường thẳng b ta lấy một điểm 3 bất kỳ 
có tọa độ là (xị + t bạ; yị + tbạ; z¡ + tbạ). KHÍ đó ta có : 
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- —— ~ —= ¬T 
AB =(xi + thị - xạ — tấi, y + tạ yẹ -ta¿;z¡ + Dạ — Zo — 8a). 
Muốn đường thẳng AB là đườig thẳng vuông góc chung của a và b ta cần 


s [AB.s -o 


|Aä.b=ø 





Ta được một hệ hai phương trình chứa các ẩn là t và t. Giải hệ phương 
trình này ta tính được giá trị t = '¿ và U = tì, 





Thay giá trị t = tạ vào phương trình tham số của đường thẳng a, ta tính 
được tọa độ giao điểm A = a ¬ \ và thay tọa độ t' = tạ vào phương trình 
tham số của đường thẳng b ta tính được tọa độ giao điểm B =b na A. 

- Viết phương trình đường thẳng qua hai điểm A, B ta được phương 
trình của đường vuông góc chung A. Ta có thể chỉ cần tìm một trong hai 

Đy —-> 
diểm A, B rồi viết phương trình tham số của A qua điểm đó và nhận n làm 
vectơ chỉ phưoag. Lập phươổg trình bằng cách này ta tính luôn được khoảng 
cách của hai đường thẳng a, b chéo nhau. Ta có d(a, b) = I AB I. 

B. VÍ DỤ 














Ví dụ I 
Cho hai đường thẳng (a) và (b) lần lượt có phương trình : 
Íx=~1+ät 
(a): —.`s., 6 y=2+92t 
3 -2 2 
lZ.= BỆ 


a) Chứng tỏ rằng a và b chéo nhau. 
b) Tính khoảng cách giữa a và b 
_c©) Lập phương trình đường vuông góc chung của a và b, 











Giải 


v 


a) Đường thẳng a đi qua điểm A(2; - 1; 0) và có vectơ chỉ phương nề f8: -; 2), 
Đường thẳng b d: qua điểm B(-1; 2; 1) và có vectơ chỉ phương b = (3; 2; 0). 
Ta nhận thấy a và b không cùng phương vì 3 : -2: 2 z3: 2: 0. 

Mặt khác ta có AB = (=8; 3; 1). 

Ta hãy yêy: (2AB).AB 


2n, _ 2| J2 dị để đÌÌEc%6 12) 
2 0l'l0 ø | : 


say >> —> ¬ => — " 
(maAb).AB = 12+ 18 + 12= 42+ 0. Vậy ba vectơ a,b, AB không đồng 


phẳng và ta suy ra hai đường thẳng a, b chéo nhau. 


lựa 


b) Ta lập phương trình mặt phẳng (œ) chứa a và song song với b. 

Mặt phẳng này đi qua điểm A(2; -1; 0) và nhận a = (3; -2; 2), b= (3; 2; 0) 
làm cặp vectơ chỉ phương, nên nhận a ^b= (-4; 6; - làm vectơ pháp tuyến 
n. Ta chọn vectơ n = (2; -3; -6) cùng phương với ° n làm vectơ pháp tuyến 
của mặt phẳng (œ) và có phương trình của (œ) là : 

2(x—-2)—-3(y+1)-6(z-0)=0€©2x- 3y —- 6z - 7 =0. 

Tacó  d(a, b) = d(B, (oœ)). 

Khoảng cách từ điểm B(-1; 2; 1) trên B tới mặt phẳng (ơ) nói trên là : 
|2.(-1-83.2-6.1-7|_ 21 





d(B; (œ)) = ==—=——- = =3. 
4+9+36 449 
©) Vectơ n = (2; -3; -6) là vectơ chỉ phương của đường thắng vuông góc 


RƯ va 


chung vì n' tin vàm hIb, 
Gọi (P) là mặt phẳng đi qua điểm A(2; -1; 0) và hai vectơ a = (3; -2; 2) và 


—~ 


= (2; -3; -6) làm cặp vectơ chỉ phương. Do đó ta có phương trình tổng quát 
|2 2 


của (P) là : 
gel T10 set” 
kã <6 2| 7 23 Š 


© 18x + 22y— 5z - 14=0 
Gọi (Q) là mặt phẳng đi qua điểm B(-1; 2; 1) và nhận hai vectơ b = (3; 2; 0), 


2 
(x—2)+ 











n' = (2; 3; -6) làm cặp vectơ chỉ phương. Do đó ta có phương trình tổng quát 
của (@) là : 
ä 


2 
(z — 1) = 
2 _-aIữ )=0 


2 
| (x+1)+ 


Ề 0 
(y-2 
L8” <6 -6 h đc điệp 
© -12x + 18y + 13z + 35= 0 
Vậy đường vuông góc chung A của hai đường thẳng chéo nhau a và b là : 

[18x + 22y - 5z - 14 = 0 
mm“... =0. 

Ví dụ 2 ì 

Lập phương trình đường vuông góc chung của hai đường thẳng : 


x+3y-5=0 x-2y-3=0 
(a): ` b): 
BỆ ®) ng 



























"Giải 
Gọi a là ve<tơ chỉ phương của đường thẳng a, ta có : 
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— ä 0 0 1Ị J1 3{ì 
a= § SÃI | = (-ä; 1; -6) 
\JD =Ú =1 3 Đ ỦI, 
b là vectơ chỉ phương của đường thẳng b, ta có : 
+ (]-3 0 |0 1 JH -2 
b= : : Ì = (-9; -1; 4) 
JÑ 11 ñÐ lê Ôi) 


Ta lấy điểm A(2; 1; 3) e a và B(3; 0; -6)cb 

Gọi n là vectơ chỉ phương của đường vuông góc chung của a và b, ta có : 
ni a ,mn.Lb, 

1 BỊ) l, nh F 


—. 1 
Do đó: n= [ | =(-2, 24; 5). 





—~ - 
«_ Gọi (o) là mặt phẳng chứa a và cùng phương với n. Gọi nụ„ là vectơ pháp 


tuyến của (œ) ta có : 


nạ NI 


Phương trình của mặt phẳng (ơ) có dạng : 
149(x — 2) + 27(y — 1) - 70(z ~ 3) = 0 
«^ 149x + 27y - 70z-— 115=0 (œ) 


1 -6 -3|, ‹j ` #1. 
= (149; 27; -70). 
24 5 „ -3 24| 





«_ Gọi (0) là mặt phẳng chứa b và cùng phương với n. Gọi nụ là vectơ pháp 


tuyến của (J), ta có : 


N Cá HP? -t40]x 9-60) 
"6° b4 gÌls -—s|La s4|J" su : 


Phương trình của mặt phẳng (Ð) có dạng : 
~101(x — 3) + 2(y —- 0) —- 50 (z+ 6)=0 
©_ -l0lx+2y-50z+3=0 (B) 
Ta có A = (œ) ¬ (B) nên phương trình của đường thẳng vuông góc chung 
là : 





- J149x + 27y - 70z - 115 =0 
101x-2y+B50z-3=0 ˆ 


Ví dụ 8 
Cho hai đường thẳng m, n chéo nhau có phươnÿ trình : 
x=l x=-3m 
(m): ly=-4+92t;- (n): 4y=3+2m. 
z=3+t z=-2 
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a) Tìm các giao điểm M, N của đường thẳng vuông øóc chung A với các 
đường thẳng n, m. 

b) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau m và n. 

c) Viết phương trình tham số và phương trình tổng quát của đường thẳng 
vuông góc chung A của hai đường thẳng m và n. 


Giải 


a) Đường thang m có vectơ chỉ phương m= (0; 2; 1). 


Đường thẳng n có vectơ chỉ phương n = (-3ð; 2; 1). 
rên đường thắng m, ta lấy điểzu M có tọa độ 

(1; -4 + 2t; 3 + L) và trên đường thằng n, ta lấy 

điểm ÄÑ có tọa độ : (-8u; 3 + 2u; -2). 6 





Ta có : MN = (~8u - 1; 9u — 2È + 7; ~k — 5). 
Muốn cho MN là đường vuông góc chung thì ta cần có : 


( 


| 


"3... 
|MN.n =0 


-3(-3u - 1) + 2(2u - 2t + 7) = 0 
(4u +Bt+9=0 u= -1 
<> >> 
|13u - 4t =17 =0 =1 
Thay t = 1 vào phương trình của đường thẳng ìn, tì tính được tọa độ giao 
điểm M là (1; -2. 4) và thay u = -1 vao phương trình cúa đường thẳng n ta 
tính được tọa độ của giao điểm N là (3; 1; -2) 


b) Ta có : đứa, n) = Mã với MN = (2/3; <6) 





Nên 





MÑ + +93 B6 = Ứ, 


e) Đường thẳng vuâug góc chung MN đi qua điểm M(1; -2; 4) và nhận 
MN = (2; 3; -6) làm vec*xơ chỉ phương nen có phương trình tham số là : 
Íx=1+3v (1) 
y=-2-däv  \2) 
|z= ‡- 6v (3) 


Từ (1) ta có v= “ã - Thay giá trị này của v vào (2) và (3) rồi rút gọn ta 


được phương trình tổng quát của đường vuông gác chưng là : 
[3x- 2y -7 =0 
lãxtz~17 %0 
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C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 

Bài 1 
E lưng k b, Vh : 0s xe - v 
Trong hệ tọa độ trực chuản cho họ mát phẳng (P„, có phương trình : 





2x+y+zZ— l1+m(x+y+zx+1)=0,rn là tham sô. 

a) Chứng minh rằng với mọi m, mát pháng (P„) luôn luôn đi qua một 
đường thẳng (d) cố định. 

b) Tìm m để mặt phẳng (P„) vuông góc với rnặt phẳng (P¿) có phương 
trình : 2x ty +z =0. 
Tính khoảng cach từ gốc tọa độ đến đường thẳng (đ). 

(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC BÁCH KHOA HÀ NỘI NĂM 1295) 

Giải 
a) Các mặt phẳng (P„) thuộc chùm mặt phẳng xác định bởi hai mặt phẳng 
2x+y+z-1=0 








có phương trình : 
x+y+Zz+l=0 


Đây chính là phương trình đường thẳng (d) cố định cân tìm vì hai mặt 
phẳng này luôn luôn cắt nhau (vì 2:1:1z1:1:1). 


b) Gọi n„ và nạ lần lượt là các vectơ pháp tuyến cua (P„) và (Pạ). 'Fa có : 


-= 


š + + -* 
CPụ) L (Pạ) <3 nạ L nẹ © nạ nụ = Ö. 
Phương trình của (Pạ) có đạng : (2 + m)x + (1 + mìy + (1+ m)2 — l+n = 0. 
— mu 
Do đó: nạ =(2+m; 1+m;l+m), nụ =(2;1;1), 
SặP ` só 


nạ.nọ = 2(2 + m) + (1 + m) + (1+ m) = im t6=0‹<>»m=- ` 


T ỉ 3 
Muốn (P„ạ) L (Pạ) cần chọn m z - . 


Vectơ chỉ phương của đường thăng d là d. Ta só : 


— 1 1 |l 2| |2 1 
d= = (U; -1; 1), 
1 1 | 1 |H | 


Gọi (ơ) là mặt phẳng đi qua gốc tọa độ và vuông góc với đường thắng d. 














Mật phẳng (œ) nhận d làm vectơ pháp tuyến nên có phương trình là -y + z = 0. 
Gọi H = (œ) ¬ d. Tọa độ của H là nghiệm hệ phương trình 


2z+yrz-1=0 ¡x=2 
x=y=zZ=Q0 ¬ 


c> Ỳ = — 


-y+z=0 





Do đó, khoảng cách từ gốc tọa ï đến đường thẳng (d) là : 











/ 
| OH |= 1) + SP T7 vóc : 
2 
Bài 2 
Trong không gian với hệ tọa độ Đề-các vuông góc Oxyz, cho hai đường 
x=2t+l x=s+2 
thẳng với phương trình thảm số : (dị): ‡y=t+2 ; (dạ): y=2s-3. 
z=Jt-3 Zz=d3s+1 


a) Chứng tỏ rằng (dị) và (d;) là hai đường thẳng chéo nhau. 
b) Tính khoảng cách giữa (d¡) và (d;¿). 

(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI NĂM 1994) | 

Giải 





a) Ta có vectơ chỉ phương của đường thẳng (dị) là a¡ = (2; 1; 3) và vectơ chỉ 
phương của đường thẳng (d;) là a; = (2; 1; 3). 


Ta nhận thấy aị và sọ không cùng phương. Tọa độ giao điểm (nếu có) 
của (đi) và (da) sẽ thỏa mãn hệ phương trình : 

2t+1=s+2_ (1) 

t+2=2s-38 (2) 

3t-3=3s+l1 (3)>3t= 3s+ 4 


=3t=3s-4 
| hệ vô nghiệm. 


/ậy (dị) và (d;) không có điểm chung và khác phương nên chúng chéo 
nhau. : 
b) Gọi (œ) là mặt phẳng chứa (d¡) và song song với (d;) nên có vectơ pháp 


tuyến là : 
nạ t8) L8 s; “| BỊ b ñỊ l 2|]>c% -3; 3). 


Chọn vectơ n' = (1; 1; -1) cùng phương n„ làm vectơ pháp tuyến của (œ). 


Mặt phẳng (œ) đi qua điểm M(1; 2; 3) và nhận n' = (1; 1; -1) Kei vectơ pháp 
tuyến nên có Phương trình là : 1.(x — 1) + 1.(y- 2)- 1(z+3)= 
©x+y—Z—-6=0. 
Lấy điểm N(2; -3; 1) thuộc (d;). Khoảng cách tử N đến mặt phẳng (ơœ) 
chính là khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau (dị) và (d;) được ký 
hiệu là d(d;, d;). 


d(N, (a)) = I2-3-1-61 _ 8 - SỐ - (dụ, dc, 


J12+1?+(U2 v3 
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Chú thích : 


ø Câu a : Có thể chứng minh La ;cctơ la, LÊ, MN: k nong đồng phẳng. 


| - _ 
8¡ ^ a;).MN| 
« Câub : Có thể tính dựa vào ›ö+g thức ; d(đ;, d2) = —†=†=—__ỷ—_ ẪŸẰ r 


lai A8 Ì 


Bài 3 








Trong không gian với hệ tọa độ Đề các vuông góc Oxyz, cho hai đường 
thẳng (dị), (d¿) lần lượt có phương trình : 
S: we8: se -8 y- 
WJ: - se 2} ` 3 ` 
1 2 ~1 _7 2 3 
1. Chứng tỏ rằng đó là hai đường thẳng chéo nhau. 








2. Lập phương trình đường vuông góc chung của hai đường thẳng đó. 
. (ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC Y DƯỢC TP.HCM NĂM 1998) 


Giải 





1. Đường thẳng (dị) đi qua điểm AL7: 3; 9) có vectơ chỉ phương a = (1; 2; —1). 


Đường thẳng (d;) đi qua điểm B.3; 1; 1) có vectơ chỉ phương bš (—7; 2; 3). 
Ta nhận thấy hai đường thẳng (d,) và (d.) không cùng phương. Tọa độ 
giao điểm của (dị) và (d;¿) nếu có sẻ thỏa màn hệ phương trình : 
x=7+t=ð-fu (1) 
y=ô+2t=l+2u (2). 
z=9-t=l+du (3) 


Từ (1) và (3), tạ tìm được u = -ð và t = 17. Thay các giá trị này vào (2) ta 
có :3 + 34 # 1 - 6. Vậy hệ phương trình trên vô nghiệm, nghĩa là (dị) và (d;) 
không có điểm chung. Hai đường thẳng (d;) và td,) không có điểm chung và 
không cùng phương. Vậy chúng chéo nhau. 

2. Gọi (œ) là mặt phẳng chứa (d;) và vuông góc với (d,). Như vậy mặt phẳng 

(œ) nhận vectơ chỉ phương của (td,) làm vectơ pháp tuyến và đi qua điểm 

B(3; 1; 1) nên có phương trình là : 1(x - 3) + 2(y - 1)—-1Œœz—1)=0 
<SX+2Yy—Z—4=0(q). 

Gọi (ð) là mặt phẳng chứa (d;) và vuông góc với (d,), Như vậy mặt phẳng 
(B) nhận vectơ chỉ phương của (d,) làm vectơ pháp tuyến và đi qua điểm 
A(7; 3; 9) nên có phương trình là : -?(x - 7) + 2(y - 3) + 3(z — 9) = 0 

©-7x+2y- 3z+ 16=0(0). - 

Ta suy ra đường vuông góc chung A của (d;) và (dạ) có phương trình là : 

h Củ” cùp tu THANH 
7x-2y+z-— 16 =0 
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Bài 4 

Trong không gian Oxyz cho hai đường thẳng (Dị); (D¿) có phương trình : 
x-2 y-3 z+4 x+1 y-4 z-4 

(DỤ: =_—==“———=- (D;): -=——= : 
ĐÔ AN = Hà - AB” «1 

Tìm phương trình chính tắc của đường vuông góc chung (đ) của (D)), (D:). 

Tính tọa độ các giao điểm H, K của d với (D)), (D)). 

(ĐẺ THỊ ĐẠI HỌC QUỐC GIÁ TP.HCM NĂM 1997) 


Giải 

















Đường thẳng (D;) đi qua điểm A(2; 3; 4) và có vectơ chỉ phương uy = (2; 3; -ð). 
Đường thẳng (D;) có vectơ chỉ phương u, = (3; -2; —1). 


Gọi v là vectơ chỉ phương của đường vuông góc chung (d) thì : v1 uạ và 












Sàn, 

" hn. XI Ek 22 3| 

a CÓ: V=u Au,= _-s _1P1 la -3 
> ~A) u 
= v=(-l1l3; -13; -13). N?:° ` qui 

Có thể lấy ve (1; 1; 1) làm vectơ Đi 
chỉ phương của d. 

Gọi (P) là mặt phẳng chứa (D›) và (đ). Dư 


Do đó (P) có vectơ pháp tuyến nạ =u¡AV'. 


B5 212 
: : = (8; -7; -1). 


Mặt phẳng (P) đi qua điểm A(2; 3; -4) nhận n„ làm vectơ pháp tuyến nên 


-~ 





có phương trình là : 
§(x ~ 2) ~ 7(y — 3) ~Œ + 4) =0 ©8x- 7y-z+1=0. 

Gọi E là giao điểm của mặt phẳng (P) và đường thẳng (D;). Viết phương 
trình của (D,) dưới dạng tham số và thay các giá trị của x, y, 2 vào phương 
trình của (P), ta có : 

8(—-1 + ä3t)— 7(4 - 2L) —- (4—t)+ 1=0 6&-39+39t=0 =>t= 1. 

Thay t = 1 vào phương trình tham số của (D;), ta tìm được tọa độ giao 
điểm K(2; 2; 3). 

Do đó ta có phương trình chính tắc của d đi qua K và nhận v' làm vectơ 

x-2 y-2 z-3 


c¬i phương là : l SE R2 › 





188 


Gci HH = (Dị) ¬ (d). Ta có phương trình tham số của CD›) và (d) như sau : 


x=2+ 9u [x= 2+v 

} 
(DJ): $y=3+3u (dị: ty =2+v 
z=-4-5u lz= 3+ V 


Tca độ của giao điểm H thỏa mãn hệ phiương trình - * 


y=3+du=2+v j.. 


ve =2 
z: -$4—-5u=ở+v 


x=2+2u=2+v 


lI 


=' 


Thay u = -1 vào phương trình của (D,) hoặc v = -2 vào phương trình của 
(đ) ta tìm được tọa độ giao điểm H là (0; 0; 1) 
Bài ỗ 
Trong không gian với với hệ tọa đồ Bê các vuông góc Oxyz, he đường thẳng 
(d) và mặt phẳng (P) có phương trình : 





x=l+92t 
(d): $y=2-t ; (P):2x-y—2z+1=0. 
z= äL 


a) Tìm tọa độ các điểm thuộc đường thăng (d) sao cho khoảng cách từ 
mỗi điểm đó đến mặt phẳng (P) bằng 1. 

b) Gọi K là điểm đối xứng của điểm l(2; -1; 3) qua đường thẳng (d). Hãy 
xác định tọa độ điểm K. 








(ĐẺ TỊII ĐẠI HỌC BÁC KHOA HÀ NỘI NĂM 1998) 
Giải 
a) Giả sử điểm M(1 + 9t; 2 - t; 30 thuộc d. Khi đó khoảng cách từ M đến 
mặt phẳng (P') là : 





|2 + 2)~ (2=) 38t + 1l 





d(M,P) = _= 
ý? +1” `. 
KH n7 
te-8' 


Với : t= 4 ta có điểm M(9; -2; 12). 
t= 2 ta có điểm M(-3; 4; -6). 
Hai điểm M và M' nói trên thuộc (d) và có khoảng cách tới mặt phẳng (P) 
bằng 1. 
b) Gọi (Q) là mặt phẳng qua điểm 10: -1l; 3) và vuông góc với (d) nên có 
vectơ pháp tuyến n = (2; -1; 3). Do đó (Q) có phương trình 
(Q): 2(x - 2) -1(y + 1) + 3(z - 3)= 0 ©2x- y+3z— 14 =0 
Mặt phẳng (Q) cắt đường thẳng (4) tại điểm H. 
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Tọa độ của H được xác định bởi phương trình : 
21+ 2t)-(2—t)+ 3(3L)— 14 = 0c 14L- 14=0€t= 1 
Thay giá trị t = 1 vào phương trình của 
(d), ta tìm được tọa đệ của H là : HQ; 1; 3).. 


?a sở IH =Úa 2:0 


mà 1K 2ØTH si2:4:01 


X=2+2=4 
Do đó : ‡yy =-l1+4=ø = Vậy K(4; 3; 3). 
Zg=3+0=3 





Bài 6. 

"Trong không gian cho hệ tọa độ Đề-các vuông góc Oxyz và cho các điểm 
A(a; 0; 0), B(0; b; 0); C(0; 0; c); (a, b, e dương). 

Dựng hình hộp chữ nhật nhận O, A, B, € làm bốn dỉnh và gọi D là đỉnh 
đối diện với dỉnh O của hình hộp đó. 

1. Tính khoảng cách từ điểm C đến mặt phẳng (ABD). 


2. Tính tọa độ hình chiếu vuông góc của C xuống mặt phẳng (ABD). Tìm 
điều kiện đối với a, b, e để hình chiếu đó nằm trong mặt phẳng (xOy). 


(ĐỀ THỊ ĐẠI HỌC QUỐC GIÁ HÀ NỘI NĂM 1998) 
Giải 


1. Đính D của hình hộp có tọa độ là (a; b; e). 













Dođớ: AD =(0:b:Øj 
AB= (-a; b; 0) 


Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt 
phẳng (ABD), ta có: 
0 -all-a 
0 


na ` — — _ b ñ 

n - AB ^ A0 -|Ì BI : 
= (be; ca; - ab). 

Mặt phẳng (ABD) đi qua điểm A(a; 0; 0) và nhận nu“ (be; ca; -ab) làm 

vectơ pháp tuyến nên có phương trình là : 





, 











bc(x — a) + ca(y — 0) — ab(z —- 0) = 0 © bex + cay — abz — abc = O 
Khoảng cách từ C(0; 0; c) đến mặt phẳng (ABD) là : „ 
| be0+ ea0- abc- abcl _ 2abc 


J(b@Ÿ +(ca)? +(ab?  va?b°+b2c°+c?a?. 


“9. Gọi H là hình chiếu vuông góc của C xuống mặt phẳng (ABD). Đường 


d(C, (ABD)) = 


sả 
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ậ 8 3 X . 
tinăng CHÍ có phương 1¡ach chính tác: ——= T—=——=E. 
be ca -ab 


Ta có II là giao điểm của đường thẳng CHÍ với mặt phẳng (ABD). Chuyển 
phương trình chính tắc của CH thành phương trình tham số ta có : x = bct, 
y =cat,z =c-— abt. 

Thay các giá trị này vào phương trình của mặt phẳng (ABD), ta tìm được 
tọa độ điểm H ứng với giá trị của tham số t tìm được trong phương trình sau : 

bc(bct) + ca(cat) — ab(e — abt) — abc = 0 
2abec 


P D ° — Ø ⁄Ề 
bÊc? +c?a? +ab? 





t(b“e? + ca? + a?bŸ) - 2abe =0 >t= 


Ta có tọa độ giao điểm H : 


: 2abỶc” : ý 2a?bc” 
H~ `9 9.939 9,97 H == — Øñns n0. .on 9 
bˆo?+c°a^+a bP bÊe? + c?a” + a”bˆ 
BH ú Ủy 
c(c?a? +c”bŸ -a?b7) 
ZH = 





b?c? +c?a? +a?bˆ 
Điểm H e mp (xOy) © cˆa? + c?b - a b2= 0 © -x =- 
2 
Bài 7 


Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng (đ) và (A) biết phương trình của 
chúng như sau : 


2x-y-11=0 
TH: x-ð y-9 z-6 
















-(A): = = 
x-y-Z+5=0 2 1 3 





1. Xác định vectơ chỉ phương của đường thẳng (d). 

2. Chứng minh rằng hai đường thẳng (d) và (A) cùng thuộc một mặt 
phẳng, viết phương trình mặt phẳng đó. 

3. Viết phương trình chính tắc của hình chiếu song song của (d) theo 
phương A lên mặt phẳng 3x - 2y - 2z - 1= 0. 
_ (ĐỂ THỊ ĐẠI HỌC XÂY DỰNG NĂM 1997) 


Giải 








1. Gẹi a là vectơ chỉ phương của đường thẳng (d), ta có : 
= lh 0| | 0 22 -1 
a= 


~1 -I[|[-1 1|! -1 
2. Chuyển phương trình đường thẳng A sang dạng tổng quát, ta có : 
* |X-ð=2y-4 v x-2y-1=0 
3x - 15 = 2z - 12 3x-2z-3= 0ˆ 














J (1; 2; -1). 


Hai đường thẳng (đ) và (A) không cùng phương vì 1 : 2: -1z2:1: 3 nên 
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muốn chứng minh chúng thuộc một mặt phẳng, ta chứng minh (đ) và (A) cắt 
nhau. Tọa độ giao điểm thỏa mãn hệ phương trình sau đây : 


x-2y-1=0 (1) 
3x-2z-3=0 (2) 
2x—y- l11= 0 (3) 
x-y-z+5=0Ô (4) 


Từ (1) và (3) ta tính được x = 7; y = 3. Thay các giá trị này vào (4) ta tính 
được z = 9. Ta nhận thấy giá trị này cũng nghiệm phương trình (2). Vậy (d) 
và (A) cắt nhau tại điểm M(7; 3; 9) và cùng một mặt, ĐHÔNG (0). Mặt phẳng ' 


“) đi qua điểm MŒ; 3; 9) và có cập ` vectơ chỉ phương là M = (1; 2; -1) và 











= (2; 1; 3) nên có vectơ pháp tuyến „ =a Ab. 
—¬» (l2 -1l|—ˆ1 1||! 2 
n | P : = (7; --ð; =3). 
(#É 23j|3 23/2 1 


Do đó mặt › hẳng (ð) có phương trình là : 
7(x— 7) - B(y - 3)— 3(z - 9) = O © 7x - ỗy - 3z - 7 = 0. 
3. Giao điểm của A và mặt phẳng 3x - 2y - 1 = 0 có tọa độ thỏa mãn hệ 
phương trình : : 
x-2y-1-.0 x=ad 
3x-2z-3=0 © $y =1 là điểm thuộc đ = (B) ¬ Œ). 
3x-2y-2z-1=0 z=3 
Đường thẳng d', hình chiếu song song của d chính là giao tuyến của mặt 
phẳng (8) với mặt phẳng (y) có phương trình 3x - 2y -2z — 1 = 0. Ta suy ra 


=3 _2 “I 2 NÌh -3 
d có vectơ chỉ phương v = liền -ä) (16; 23; -1). 




















Vậy đ' có phương trình chính tắc là : s.. =—= —. 


Bài 8 


3_ y+l Zr1 
Cho đường thẳng (dụ): “~ 
ðiduBng thông (Hổ 2 c2 ca 


1. Chứng minh rằng (dụ) luôn luên nằm trong một mặt phẳng cố định. 
Viết phương trình mặt phẳng đó 


với k là tham số. 





2. Xác định k để đường thẳng (d,) song song với hai mặt phẳng : 
6x—-y_-3z- 13=(C và x-y+2z-3=0. 
(ĐỂ THỊ ĐẠI HỌC THUY LỢI NĂM 1999) 





Giải 
1. Đường thẳng (dụ) có vectơ chỉ phương vz Œ + 1; 2k + 3; 1- k). Nếu (dy) 
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luôn luôn nằm trong mặt phẳng (P) cố định thì vectơ v của (dự) phải luôn 
luôn vuông góc với vectơ pháp tuyến n của (P). nghĩa là n.v =0. - 
Giả sử n =(x; y; 7), khi đó ta có : 


n.vea (+ fÚ+ vPk+-8? cv + kò =6 vải Vk 
©(x+2y-z)k+(x+3y+z)= 0 với Vk 


2y~z= 0 — 
Ti ei z =ữ 2z 


tivề 5z: - 9z: 
x+öy+z=0 Xấu CH HN nP 


Vậy mặt phẳng (P) cần tìm có vectơ pháp tuyến n = (ð; -2; 1). Mặt khác 
vì điểm A (3; -1; -1) luôn luôn thuộc (d,) nên mặt phẳng (P) cũng chứa 
A(3; -1; -1). Do đó mặt phẳng (P) có phương trình là : 

ð(x — 3)— 2(y + 1) + 1(z + 1)= 0 © 5x- 2y +z_— 16 = 0. 
2. Gọi A là giao tuyến của hai mặt phẳng đã cho. Ta có phương trình của (A): 
6x~— y- 3z - 13 =0 
h —y+2z-3=0 


Gọi u là vectơ chỉ phương của A. Ta có : 
— -l -j8|-3 6||6 -1 
u= ' 

2l|1 — 


=1 11 -1 
Ta có thể lấy vectơ u = (1; 3; 1) cùng phương với u làm vectơ chỉ 
phương của A. Cần và đủ để (dự) / A là hai vectơ chỉ phương của chúng cùng 
phương và chúng không có điểm chung. 


, 














= (_-B; -15; -5). 














VI ưng k+l 2k+3 1-k k+l+l-k 
v/u © = HS SẺ JZ=———mÍÏ 
1 3 1 1+1 
Vjik=0tacó v//u, khi đó (dự) có phương trình ¬ 


(d,) không có điểm chung với A vì với x = 3 + t; y = -1 + 3t; z = 1 + t thay 
vào phương trình của hai mặt phẳng ta có kết quả là các phương trình đều 
vô nghiệm. Thật vậy : 
6(3 + t)- (—-1 + 8t) - 3(1+t)-13=0<>0.t+3=0 
(3+:)-(-1+3t)+2(1+t)-83=0 c0t+3=0 


|>xaw! 


Vậy các phương trình vô nghiệm và ta có (dự) / A. 
Bài 9 








Trong không gian với hệ tọa độ Đểcác vuông góc Oxyz, cho một hình tư 
điện với bốn đỉnh O(O; 0; 0); A(6; 3; 0); B(-2; 9; 1); S(0; 5- ©). 
1. Chứng minh SB vuông góc với OA. 
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2. Chứng minh hình chiếu của cạnh SB lên mặt phẳng OAB vuông góc 
với cạnh OA. Gọi K là giao điểm của hình chiếu đó với OA. Hãy tìm tọa độ 
điểm K. 

3. Gọi P, Q lần lượt là trung điểm của các cạnh SO và AB. Tìm tọa độ 
điểm M trên SB sao cho PQ và KM cắt nhau. 


L— - (ĐỂ THỊ ĐẠI HỌC KIẾN TRÚC HÀ NỘI NĂM 1999) 
Giải 
. OA =(6;3;0), SB =(-2; 4; ~7). 


Ta có : 


¬ 


ÒA.SB = -12 = 12+0 =0 = SB LOA. 
. Rẻ SH L mịp (OAB), ta có : 


SHILOA 
Ỷ = OA +1 (SKB) = OA 1 (BK'). 


t5 


Mặt phẳng (SBK) nhận OA= (6; 3; 0) 
làm vectơ pháp tuyến và đi qua điểm 
S (0; ð; 8) nên có phương trình : 

6(x ~ 0) + 3(y — ð) + 0.(2z— 8)= 0 
©2x+y—ỗð=0. 





Phương trình của đường thẳng OA : Ặ = Ễ “8: 


Chuyển sang phương trình tham số : x = 6t; y = 3t; z = 0. Thay các giá trị 
này vào phưøng trình mặt phẳng (SBE) ta có : 


2(6L) + (3t)— 5= 0 


IBLc Re 0c96= à = K(3 1; 0). 
3. P là trung điểm của SO nên có tọa độ là Pịo 5i ⁄Ì 


£ 
Q là trung điểm của AB nên có tọa độ là Q = \2 6; 3) 


_ Ta cần tìm giao điểm M của mặt phẳng (PQK) với đường thẳng SB. Hai 
vectơ chỉ phương của mặt phẳng (PQK) là 


TT 3 =. 1 
PK =|2;-—;-4| và QK= (0 -B5;-—l. 
2 2 
Gọi m= (4; -3; -8) / PK và n = (0; 10; 1)// QK. Mặt phẳng (PQE) có 
phương trình là : 
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-38 -8 |8 4 4 -3 
_2 =1 -0)=0. 
§ ¡ l1 dỡ cân 1o ) 


© 77(x — 9) - 4(y — 1) + 40z = 0 © 77x — 4y + 40z — 150 = 0. 
x= 2t 
Đường thẳng SB có phương trình tham số 4y = 5 - 4t 
|z=8+7t 











"Thay các giá trị này vào phương trình của mặt phẳng (PQK) ta có : 
77(2U) - 4(5 — 4U) + 40(8 + 7L) — 150 = 0 


450t —- 150=0=t= g: 


Do đó điểm M có tọa độ l5) 
3 3 3 
Bài 10 
Trong không gian Oxyz cho các đường thẳng (A¡) và (A¿) 
: x=2+at 
(Ai): Biệt âu Œ - ọ (A2): $y =-1+2t 
-Jz=3- dt 


với a là một số thực cho trước và t là tham số. 
1. Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa (A¡) và song song với (A;). 
2. Xác định a để tổn tại mặt phẳng (Q) chứa (A¡) và vuông góc với (A;). 
(ĐỀ THỊ CAO ĐẲNG HẢI QUAN NĂM 1999) 


Giải 
1. Ta lấy một điểm A thuộc (A¡) bằng cách cho z = 0 dựa vào phương trình 
của (A;) ta tính được y = -ẩi x= ca: 


Như vậy điểm A e (A¡) có tọa độ là [-ã:- _ 0) 


Ta cần tìm vectơ chỉ phương của đường thẳng (A ¡). 


x-Ƒ -8| |—3 lÌ )£cn nen 


Là 











-1 1[|-1 23 
Ta có thể lấy vectơ v' = (1; 1; 1) làm vectơ chỉ phương của {A¡) 


Đường thẳng (A;) có vectơ chỉ phương u = (a, 2, -3). 
Mặt phẳng song song (P) muốn chứa (A¡) và song song với (A;) phải đi qua 


điểm A-i-i ) và nhận cặp vectơ chỉ phương là v', u nói trên. Gọi n 


195 





là vectơ pháp tuyến của (P) ta có : 
> È 1ÌlTI1 TỊ 1 
lề : : 


2 - 3Ì -3 alla 2 
Mặt phẳng (P) đi qua điểm A và nhận n làm vectơ pháp tuyến có phương 
trình là : 











| (B5; a + 8; 2 — a). 


-B[x+ŸJ«(a +3 y + 2 ]+ Œ =a)ø =0) = 0 


a-22 


© -5x+(a+3)y +(2-— a)z + =0. 





Chú ý rằng đường thẳng (A;) phải không nằm trong (P) nên (P) không 
chứa điểm B(2; -1; 3) thuộc A;, nghĩa là tọa độ của B không thỏa mãn phương 
trình của (P) 


- 5.2 +(a + 3-1) + (2 - a).3 + °#¿o hay a#= 


Vậy : nếu a = == thì không tổn tại mặt phẳng (P) chứa (A¡) và song 
song với (Aa¿). 
Nếu a z# - „ thì mặt phẳng (P) chứa (A¡) song song với (A;) có phương 


trình là :  -35x + 7(a # 3)y + 7(2 - a)z + a - 22 = 0. 


2. Để tôn tại mặt phẳng (Q) chứa (A¡) và vuông góc với (Aa) cần và đủ là hai 
vectơ chỉ phương của hai đường thẳng này phải vuông góc với nhau nghĩa là : 
(1; 1; 1).(a; 2; -3)=0 ©a+2-3=0ea=l. 


D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỀ LUYỆN TẬP 


01. Trong không gian Oxyz, lập phương trình tham số của đường thẳng (đ) đi 
qua điểm M(3; 2; -1) vuông góc Oy và cắt trục Oy. 


Đ6S : Đường thẳng (d) cắt trục Oy tại điểm N có tọa độ là (0; 2; 0) nên có 
vectơ chỉ phương là MN = (-3; 0; 1) 
[x=3-3t 
Phương trình tham số của (đ) là : 4y = 2 
ỳ =-l+t 
02. Cho đường thẳng (A) đi qua điểm A(1; 3; -2) và vuông góc với mặt phẳng 
(P) có phương trình 2x — y — 5z + 1= 0. 
a) Lập phương trình tham số của (A). 
b) Tìm giao điểm của (A) và mặt phẳng (œ) có phương trình : 
4x+y+2z_—-6=0. 
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x=l=2t 
5S: a) Phương trình tham số của (A) :4y =3-—t 
z=-2-BL 
—b) Gọi M=(A) n (œ). Ta có M(-1; 4; 3). 
03. "rong không gian Oxyz cho đường thẳng (m) có phương trình : 
x-2y+z+3=0 
2x=y-3z+4=0 


a Tìm vectơ chỉ phương v của đường thẳng (mì). 

b Lập phương trình đường thẳng d đi qua điểm A(2; 1; 1) và cắt đường 
thẳm (m) cho trước theo một góc vuông. 

MS: a) Ta có : v= (1; 1; 1). 

b) Mặt phẳng (œ) đi qua A(2; 1; 1) và vuông góc với (m) có phương 

trìnÌ:x+ y+z—-4=0. 

Mặt phẳng (B) đi qua A và chứa (m) có phương trình : x + 8y - 9z_— 1 =0. 
Íx -4=0 
T\ có d = (ø)¬ (8) có phương trình : ki 

x+8y-9z-1=0 


04. "rong không gian cho hai đường thẳng (A,) và (A;) có phương trình tham 


Íx=1-t le 
số: Âi): $y =t b0 lê nan) 
Z= ~Ÿk ¿=t 


a Chứng tỏ rằng (A¡) và (A;) là hai đường thẳng chéo nhau. 

b Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa (A¿) và song soúg với (A¡). 

c; Tính khoảng cách giữa (An) và (A¿). 

W: a) Hai đường thẳng (A) và (A;) lần lượt có hai vectơ chỉ phương là 


Vị =(-1; 1; 1), vạ = (2; sấu 1). 


Vy vụ tà vạ không cùng phương, do đó (A¡) và (A¿) không song song Với 
nhat Giao điểm của (A¡) và (A;¿) thỏa mãn hệ phương trình : 
1-t=2tU 
t=1-t 
|-t=t 
H phương trình này vô nghiệm nên (A) và (A;) không cắt nhau. 
T. suy ra (A¡) và (As) chéo nhau. 


b) tt phẳng (P) chứa (A;) và song song với (A) đi qua điểm (0; 1; 0) và 
nhận vị j vạ làm cặp vectơ chỉ phương nên có phương trình là : y + z_- 1=0. 


,„ 


c) Lấy điểm M(1; 0; 0) thuộc (A¡) ta có : 


d(M, @)< L+0=1I _ V2 - gi, A, 


vdl+l+0 2 
05. Cho hai đường thẳng chéo nhau (m), (n) có phương trình : 
x=l x=-ầu 
(m): $y =-4+ 2t (n): $y=3+2u. 
z=J3+t za=-~2 
a) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng (m) và (n). 


b) Viết phương trình đường vuông góc chung MN (M e m,N ce n) của hai 
đường thẳng đã cho và tính tọa độ các điểm M, N. 


ĐS: a) M(1; -2; 4), N(3; 1; -2) 
d((m), (n)) = | MN | =7. 


b) Đường vuông góc chung MN có phương trình ——— < ——— = ——. 


06. Trong không gian với hệ tọa độ Đềẻcác vuông góc Oxyz, cho hai đường 
thẳng (d;) và (dạ) lần lượt có phương trình : 


= x+y-Zz+2=0 
đjyế vẽ (dạ) : xi 
x+1=0 
a) Lập phương trình mặt phẳng (œ) đi qua điểm A(0; 1; 1) và vuông góc 
với đường thẳng (d)). 
b) Tìm giao điểm của (œ) với đường thẳng (d;). 


c) Viết phương trình đường thẳng (A) đi qua điểm A vuông góc với (d¡) và 
cắt (d;). 


ĐS: a) Phương trình tổng quát của mặt phẳng Gì: 3x+y +z-—2 =0. 
b) Gọi B = (œ) ^A (đ;). Ta có B = (-1; 2; 3). 


c) (A) là đường thẳng AB với AB = (-1; 1; 2) làm vectơ chỉ phương 


nên có phương trình chính tắc là : Eêi = = = °=., 


07. Tìm tập hợp các điểm M trong không gian cách đều ba điểm A(; 1; 1), 
B(-1; 2; 0), C(2; -3; 2). 
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ĐS: Tập hợp các điểm M trong không gian cách đều ba điểm A, B, C là 
đường thẳng (A) có phương trình : 


(A): 2x-y+z+Ìl=0 (MA =MB) 
_|x-4y+z—7=0 (MA =MC) ˆ 
08. Hãy xét vị trí tương đối của hai đường thẳng sau đây : 
(d;): 3x=y-5z+1=0 
2x+3y-8z+3=0 
ĐS : (d,) có vectơ chỉ phương vạ = (1; -3; 3) 
(dạ) có vectơ chỉ phương vạ = (1; 2; 1) 


vị.vạ=1—4+3=0. Vậy dị Ld; 
x=t 
Phương trình tham số của đường thẳng d : ‡y = 1- 2t 
z=ätL 
Giao điểm (nếu có) của (ở,) và (dạ) thỏa mãn hệ phương trình : 
3t+(1-2t)—-5.3t+1=0 _ —14t +2 =0 
2t+3(1- 2t) -8.3t+3=0 ` |-24t+6=07 
Hệ phương trình trên vô nghiệm nên (d,) và (d;) không cắt nhau. Vậy (d¡) 
và (d;) chéo nhau và (d¡) L (d;). 
09. Trong không gian cho đường thẳng (dy) có phương trình : 
x+kz_- k =0 
(1- k)x - ky =0 
Chứng minh rằng khi k thay đổi : 
a) Đường thẳng (dị) luôn luôn đi qua một điểm cố định. 
b) Đường thẳng (d¿) luôn luôn thuộc một mặt phẳng. 


x+køz-1)=0  Œ) 
x-k(x+y)=0 (2 


; với k là một số tùy ý khác 0. 


HD : Ta viết lại hệ phương trình của (dị) : | 


e Khi k thay đổi, điểm cố định có tọa độ nghiệm hệ phương trình. 


x=0 
z—1=0 = điểm cố định A(0; 0, 1). 
x+y=0 ˆ 


_*® Lấy (1) - (2) ta có k(x + y +z — 1l) = 0. Vậy (dy) luôn luôn thuộc mặt 
phẳng cố định có phương trình : x + y + Z — 1= 0. 
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10. Trong không gian với bộ tọa độ Đềcác ' Tướng góc Oxyz, cho họ nợ 
thẳng (dm) có phương trình : 

m H 

~y-mz - Ì = „. 


a) Tính tọa độ giao điểm A của (d„ạ) với mặt phẳng (xOy). 
b) Viết phương trình hình chiếu (d'„) của (dạ) lên mặt phẳng (xOy'). 
c) Chứng minh rằng trong mặt phẳng (xOy), đường thẳng (d'„) luôn luôn 
tiếp xúc với một đường tròn cố định. 
HD : : 
~ 0. Vậy điểm A có tọa độ là nghiệm 


a; Alặt phẳng (xOy) có phương trìi:h z = 
của hệ phương trình : 














2m 
Xx= 
F l+m 
x—my -z-m =0 3 : 
1-m 2m 1-m 
mx-y-mz-1=0  «> \y= xin: si z;0 
l+m l+m 1+m 
z=0 ..0 


b) Gọi (œ) là mặt phẳng chứa Ô và vuông góc với (xOy), (œ) có hai vectơ 
chỉ phương là : : 








a “ii ; " s. : * SIẬN = (m?— 1; 2m; mỶ+ 1) 
1 -m| |m- 1 1 
e; = (0; Ò; 1). 


Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (œ) ta có : 
le BA 6 = (2m; 1 — mổ; 0). 
Do đó (4) có 2hương trình : la ng l: ` 
5= 
c) Khi m thay đổi. (đ„;) luôn luôn tiếp xúc với đường tròn tâm O, bán kính 


Ắ"n ~Í, 


He + 
yj4m? +(1- m?)? 
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Chuyên đề 10 : MặT cầu 


A. TÔM TẮT LÍ THUYẾT 
1. PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU TÂM la; b; e) BÁN KÍNH R 
(x— a)° + (y -- b) + (z - e)° = R? 
2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU CỒN CÓ DẠNG : 
x*+y?2+z2+2Ax+2By+2Cz+D=0 với A?+B?+C?—D>0. 


| Mặt cầu này có tâm I(-A; -B; -C), bán kính R = VA? +B? +C? ~D. 








3. MẶT CẦU DƯỜNG KÍNH AB LÀ TẬP HỢP NHỮNG ĐIỂM M SAO CHO AM.BM =0 
4. GIAO TUYẾN CỦA MẶT CẦU VÀ MẶT PHẲNG | 

Cho mặt cầu (S) : (x - a)” + (y - b) + (z - e) = RỶ 

và mặt phẳng (œ) : Ax + By + Cz+D=0. 

Khoảng cách từ tâm l(a; b; e) của mặt cầu đến mặt phẳng (ø) là : 
laA +bB+cC+ DI 

VA? #5 #èŒ" 

a) d< R = (ơ) cắt (S) thee một đường tròn tâm H, là hình chiếu của I 
xuống (œ), có bán kính r = va? - R. 

b) d= R = (Œ) tiếp xúc với (S). 

c) d> R = (ø) không cắt (S). 
5: MẶT PHẢNG TIẾP XÚC MẶT CẦU TẠI MŒX„; Yu; Z) THUỘC MẶT CẦU 

e_ Mặt cầu (S) có phương trình : (x - a)° + (y -b) + (z - e)” = R? 
và MŒxụ; yọ; Zạ) e (8). 

e© Phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm (x„; yọ, Z¿) thuộc 
| mặt cầu : (x ~ a(Xụ - a) + (y ~ b\(yo - b) + (z~€(zo-c)=R. 


d= 





B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 


Vấn đề 1 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH MẶT LẦU 
A. PHƯƠNG PHÁP 
e Sử dụng phương trình (x - a)” + (y - b)” + (ø - c= 
l(a; b; e) và báa kính R của mặt cầu. 

e Sử dụng phương trình dạng : x” + yŸ + C + 2Ax + 2By + 2Cz + D= 0, 
dựa vào điểu kiện của bài toán để tìm các hệ số A, B, C, D. 
B. CÁC VÍ DỤ 
Ví dụ 1 
Lập phương trình mặt cầu (S) trong các trường hợp sau : 

a) (8) có tâm I(-1; 2; 3) và đi qua điểm M(1; 0; 1). 
Ỡ b) (S) có đường kính là AB với A(4; -3; 7), B(2; 1; 3). 






RỶ sau khi biết tâm 
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Giải 
a) Ta có M e (S) và RŸ = IMỸ = (1+ 1+ (0 - 2)? + (1 - 8)? = 12 
Phương trình mặt cầu là : (x + 1) + (y - 2)?+ (z - 3)? = 12. 
b) Tâm I của (S) là trung điểm I của đoạn AB. Ta có I(3; -1; 5). 
Bán kính R =IB = V(2-8)°®+(+ 1ˆ +(8—-8)° =3 
Vậy phương trình của mặt cầu là : (x - 3) + (y + 1)” + (z-— 5)” = 9. 
Chú ý : Có thể giải câu b như squ : 
Mœ&;y;z)e(S) œ AM.BM=0 


© (x-4\x-2)+(y+ 8)y - 10) + (z - 7z - 3) = 0 
©  z?+y?+z?+6x-2y - 10z + 26 = 0. 





Giải 
Phương trình mặt cầu có dạng : (x - a)Ÿ + (y - b)} + (z - e)? = RẺ. 
Vì mặt cầu đi qua bốn điểm A, B, C nên a, b, c, R là nghiệm của hệ phương 


trình : 
a?+b2+c?=R?. ` () 
a?+b?+(4-c)°=R? (2) 
a?+(4-b)”+c?=R? (3) 
(4—a)? +b?+c? =R? (4) 
Từ (2) ta có: (4—c)”-c7=0=>c=2. 
Tương tự ta tính được: a=b= 2. _ 
Bán kính R = va? + b2 +c? = v2? +22 +22 = V12 
Vậy mặt cầu (S) có phương trình là : (x - 2)? + (y - 2)? + (z - 2} = 12. 
Ví dụ 83 : 






2x+4y-z-7=0 
4x+Bðy+z—-14=0 





và tiếp 







Mặt cầu có tâm nằm trên đường thẳng (d) : 


xúc với hai mặt phẳng song song là (o) và (B) : 
(œ):x + 2y — 2z - 2= 0; (B): x+ 2y -2z + 4 = 0. 
Hãy lập phương trình mặt cầu đó. 
Giải 
Gọi A, B lần lượt là giao điểm của (đ) với (œ) và (0). 
Tọa độ của giao điểm A là nghiệm của hệ phương trình : 
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2x+4y-z-7=0 @) 
4x+By+z-14=0 (2)  = A(2;1;1) 
x+2y-2z-2=0 (3) 
Tọa độ giao điểm B là nghiệm của hệ phương trình : 
2x+4y-z—-7=0 
4x+ðy+z-14=0 = B(-4; 5; ð). 
x+2y-2z2+4=0 
Vì các mặt phẳng đã cho song song với nhau nên tâm I của mặt cầu là 
trung điểm của đoạn AB. Ta có : I(-1; 3; 3) 
Bán kính R của mặt cầu bằng khoảng cách từ I tới (œ) boặc (0) : 


R=d(, (œ))= JI-l+6-6-21 =1 


V1? +22 +(-2)2 
Phương trình mặt cầu cần tìm là : (x + 1) + (y - 3)? + (z - 3)? = 1. 
Ví dụ 4 
Lập phương trình mặt cầu có tâm là I(1; 4; -?) và tiếp xúc với mặt phẳng 
L(œ): 6x + 6y ~ 7z + 42 = 0. 





Giải 


Bán kính R của mặt câu bằng khoảng cách từ tâm I đến mặt phẳng : 
— |81+64-7C7)+ 42 _ 121_ : 
v6+ 6 +7 11 
Vậy mặt cầu có phương trình là : (x - 1)? + (y - 4) 2 + (z - 7)? = 121. 
Ví dụ 5 
Gọi G là đường tròn giao tuyến của mặt cầu (8) có phương trình : 
(x - 3) + (y + 2)? + (z - 1L = 100 và mặt phẳng 2x - 2y - z + 9 = 0. 
Hãy xác định tọa độ tâm và bán kính của đường tròn G. 
Giải 
Mặt cầu (S) có tâm là I(3; -2; 1) và có bán kính R = 10. 


Gọi r là bán kính đường tròn G và h là khoảng cách từ I đến mặt phẳng 
đã cho. : 


Ta có: h 


d(I, (œ)) = R 








_1238-2(2-1+91_ 


6. 
43 °+0ˆ+1? 
Mặt khác ta có : 

r= vVR? -hŸ? = V100 - 36 = 8. 


Phương trình đường thẳng qua tâm I của mặt 
cầu và vuông góc với mặt phẳng đã cho là : 
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Thay các giá trị của x, y, z vào phương trình mặt phẳng, ta có : 
2(3 + 2t) - 2(—-2 - 2t) - (1 -t)+ 9=0 >t=-2. 
Vậy tọa độ tâm K của đường tròn G là K(-1; 2; 3). 
Ví dụ 6 
Cho mặt cầu (S) có phương trình : 
x?+y?+ z? - 10x + 2y + 26z - 113 = 0. 
a) Xác định tâm và bán kính của mặt cầu (8). 
b) Lập phương trình mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu (S) và sonz song 
với hai đường thẳng (d)), (d;) lần lượt có phương trình : 
x=-7+ởðt 
: 5 = 5 SN : (đ¿): $yý=—1-2t. - 
z=8 | 
: Giải 
a) Ta có thể viết phương trình mặt cầu (S) dưới đạng sau đây : 
(x - 5)? + (y + 1)” + (z + 13)” - B? - 1? - 13” - 113 = 0 
œ (x-5+(y+l+(z+13/2=308.  — 
Mặt câu (S) só tâm là I(5; -1; 13) và có bán kính R = V308. 













b) Mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu và song song với hai đường thẳng éã cho 
nên có hai vectơ chỉ phương là : vụ = (2; -3; 9); vạ = (3; -2; 0). 

Do đó mặt phẳng (P) cần tìm có vectơ pháp tuyến là : 
"-|[? đ'b b -3 | 


-2 0|'|0 3| -2 
Ta có phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) là : 4x + 6y + ðz + D = 0. 
Điều kiện cần và dủ để mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu (S) là khoảng 
cách từ tâm I(5; -1; -13) đến mặt phẳng bằng bán kính R của raặt cầu. 
Do đó : 14.5 + 6(-1) + 5(—13) t3) - V308 


v16 +36 + 25 


ID- 51l 18t | 














= (4; 6; ð). 


Dạ =-103 
D;ạ = 205 


Vậy hai mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (8S) có phương trình : 
4x + 6y + 5z — 103 = 0 và 4x + 6y + 5z + 205 = 0. 
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Ví dụ 7 
Lập phương trình mặt cầu (8) có tâm là I(2; 3; -1) cắt đường thẳng 
xay. |ðX~- 4y +3z + 20 = 0 

Xếp: làErEP -8=0 








Tại hai điểm A, B sao cho AB = 16. 











Giải 
Đường thẳng (d) có vectơ chỉ phương 
> (|-4 3| |3 5} | -4 
ve ; ; = (8; 4; -8). 
-4 1| |1 3| |3 -4 


Ta lấy si (2; 1; -2) cùng phương với ` 
Mặt phẳng (P) đi qua tâm I và vuông góc với d có phương trình : 
2z - 2) +(y- 3)- 2z + 1)=0<©2x+y-2z—-9=0. 
Gọi H = (d) na (P). Tọa độ của H nghiệm hệ phương trình : 
5x - 4y +3z+ 20 =0 
3x- 4y+z-8=0 —=H(-3; -7; -11) 


2x+y~9z~9 =0 = TH = -5; -10, 10) = THÊ = 925 


Vậy: R“=IH?+ = 225 + 64 = 289 





AB? 
4 
Phương trình mặt cầu (S) là : (x - 2)” + (y - 8)? + (z + 1) = 289. 
Ví dụ 8 


Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng (P) và mặt câu (8) 
có các phương trình tương ứng : (P): 2x - 3y + 4z - 5 =0 










(8): x?+ y?+ z? + 3x + 4y - 5z + 6= 0. 
1. Xác định tọa độ tâm I và bán kính R của mặt cầu (8S). 


2. Tính khoảng cách từ tâm I đến mặt phẳng (P). Từ đó suy ra rằng màt 
phẳng (P) cát mát cầu (8) theo một đường tròn mà ta kí hiệu là (C). Xác 
định bán kính r và tọa độ tâm H của đường tròn (C). 


(ĐỂ THỊ TỐT NGHIỆP THPT NĂM 2000) 
Giải 
1. Ta có thể viết phương trình mặt cầu (S) dưới dạng : 


(x‹3J ‹w+2)-(s-ŠJ - #8 


4 


Mặt câu (S) có tẹa độ tâm l[- si 2:2] và có bán kính R = mg : 
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2. Khoảng cách d từ tâm I đến mặt phẳng (P) là : 


E{-3) -8(-2)+4.Š—5 
2 2 








8 
z ẻ 
44+9+16 v29 
Padôi dÄIH= <6. BẼNIHP°S Š” và Nc  ., 
⁄29 29 4 


vì IHˆ > RỂ ta suy ra khoảng cách IH từ I tới mặt phẳng (P) bé hơn bán 
kính R của mặt cầu. Do đó mặt phẳng (P) cắt mặt cầu (S) theo đường tròn 
(C) tâm H, bán kính r. 


Lấy một điểm M bất kỳ trên đường tròn (C), ta có IM = R và HM = r. 
IM? = IH? + HM? 





R =IH? +r? 
=r?ˆ=R?-IH?= 26 _64 
4 29 
249 
=r=..—— 
58 


Gọi ¡na là đường thẳng đi qua tâm I của mặt cầu vuông góc với mặt phẳng 
(P) tại H. Giao điểm H của m kới (P) là tâm của đường tròn (C). Đường 


thẳng m nhận vectơ pháp tuyến n của (P) làm vectơ chỉ PhHEHG, Ta có : 
s = (2; -3; 4) 
Xx= =. +2t 
2 
Do đó đường thẳng m có phương trình tham số là : ‡y = -2 - 3t 


“Ẻ ¿áp 
2 


Muốn tìm tọa độ giao điểm H, ta giải phương trình sau : 


2(-Š +2 - 88 = 80 + ÁÍ Ễ + át]~ 8 =0 tx HỒ ¿i80 £ geSÊ 
2 2 29 


Ta tính được tọa độ tâm H của đường tròn (C) là : 


xe-3_16__Ê7 
2 29 58 
H: `. sa 
29 29 
„0.3281 
L 229 58 
Vậy : HÍ-ễ:: "Si BỊ 
58 29 58 
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Ví dụ 9 
Lập phương trình mặt cầu đi qua điểm M(0; 0; 3) và đi qua đường tròn 
x°+y?+z”+2x- 4y -4z - 40 =0 
2x+2y-z+4=0 


trong không gian có phương trình : 





Giải 
Đường tròn đã cho là giao tuyến của mặt cầu với mặt phẳng. Do đó mặt 
cầu đi qua đường tròn trên có phương trình dạng : 
x?+y2+z7 + 2x — 4y - 4z - 40 + A(2x + 2y -z + 4)= 0 (1) 
Vì mặt cầu đi qua điểm M(0; 0; 3) nên tọa độ của M phải nghiệm đúng 
phương trình mặt cầu, nghĩa là : 
9- 12-40 +À(—3 + 4)=0—>^=43 
Thay giá trị của À vào phương trình (1), ta có phương trình mặt cầu là : 
x?+y^+ z2 + 88x + 82y - 47z + 132 = 0. 
Ví dụ 10 
Lập phương trình mặt cầu có bán kính R = 3 và tiếp xúc với mặt phẳng 
(œ): 9x + 2y -z — 5 = 0 tại điểm H(1; 1; -1) thuộc (o). 
Giải 
Đường thẳng (d) đi qua H và vuông góc với mặt phẳng (œ) nhận vectơ 
pháp tuyến cuả (œ) làm vectơ chỉ phương, có phương trình tham số là : 






x=l+£2t 
y=1l+£2t. 
z=-l1-t 


Tâm I của mặt cầu cân tìm nằm trên đường thẳng (d) và cách H một 
đoạn HI = 3. Gọi (x¡; y¡; z¡) là tọa độ của điểm I ứng với các giá trị tị. Ta có : 


XỊ =l+2t¡ 
ŸỊ =1+2tt. 
ZỊ =-l-ty 


Ta có : | HỈI =x[1+9t -ĐẺ +Œ+2ty =ĐẺ +(-1—ty+UÊ =3 


= J9t/)=3<=ty=+ 1. 


x=l+2=3 : 

Với t = 1, ta có tâm lị: ¿y=1+2=8 = 1¡(3; 3; -2) 
z=-1-1=-2 
x=l-2=-1 

Với t = -1, ta có tâm lạ: 4y =1-2=-1 Z7 lạ-1;-1;0) ° 
z=-1+1=0 
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Vậy hai mặt cầu cần tìm có phương trinh là : 
(x - 8)” + (y - 3) + z + 2 = 9. 
(x+1)+(y+ 1ˆ+8?=9., 


Ví dụ 11 


Lập phương trình mặt cầu đi qua hai đường tròn (%2) và (4$) lần lượt có 
phương trình sau đây : 





2 2 
x“+ = 
#0: d 
z 


Giải 

Đường tròn (%4) là giao tuyến của mặt 
cầu x? + yˆ = 9 và mặt phẳng z = 0. Đường 
tròn này có tâm là điểm gốc tọa độ O(0; 0; 0) 
có bán kính R; = 3. Đường tròn (%2) là giao 
tuyến của mặt cầu : x2 + yˆ = 25 và mặt 
phẳng z = 2. Đường tròn này có tâm là 
điểm O,(0; 0; 2) có bán kính Rạ = 5. 

Vậy tâm I của mặt cầu cần tìm phải nằm 
trên đường thẳng OO; nghĩa là nằm trên 
trục Oz và có tọa độ 1(0; 0; z). Ta cần tính 
giá trị của z. 

“Gọi R là bán kính của mặt cầu cần tìm, ta lấy các điểm M¡; M¿ạ lần lượt 
thuộc (#2) và (2). 

Ta có: IMƒ=R?=Ol?+ Rƒ=z?+9 (1) 

IMệ = RẺ = O,l? + RỆ= (z - 2)? + 95 (2) 

Từ (1) và (2) ta có: z”+ 9 = (z- 2)” + 25 

©z?+9=(z-92)”+ 25 =z?— 4z + 4+ 25 
= 4z = 20 ©z = ð và R” = 34 
Vậy mặt cầu cần tìm có tâm I(0; 0; 5) và có bán kính R = v34. 





Do đó, mặt cầu đi qua (92) và (2) có phương trình là : 
x?+yˆ + (z- 5) = 34. 


Vấn đề 2 : MẶT PHẲNG TIẾP XÚC VỚI MẶT CẦU 
A. PHƯƠNG PHÁP 






Muốn lập phương trình mặt phẳng (œ) tiếp xúc với mặt cầu tâm l(a; b; c) 
bán kính R tại điểm M;(x¿; yọ; zạ) thuộc mặt cầu ta thực hiện. 
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se Cách]: 
_— Tìm vectơ pháp tuyến IMọ của mặt phẳng. 

—_ Dùng điều kiện Mụ e (œ) để tìm hệ số D trong phương trình mặt phẳng. 
©Ổ Cách2: 7 

Dùng công thức phân đôi tọa độ, ta viết được phương trình mặt phẳng 
tiếp xúc : 

- Nếu mặt cầu có phương trình (x - a)” + (y -b) + (z - c)“ = R? ta dùng 
công thức: „ ' 

(x— a)(Xo - 8) + (y - b\(yo - b) + (z - e(z -.e) = RẺ. 

- Nếu mặt cầu có phương trình xŸ + yŸ + z” + 2Ax + 2By + 2Cz+D=0 

ta dùng công thức : 





XuX + Yoy + ZogZ + A(Xo + X) + B(yy + y) + C(Zo + Z)+D=0. 
B. VÍ ĐỤ 
Ví dụ 1 
Lập phương trình của mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S) có phương trình 
(x— 1) +(y + 3)? + (z- 9)” = 49 tại điểm M,(7; -1; 5). 
Giải 


Mặt cầu (S) có tâm là 1(1; -3; 2a). Gọi (œ) là mặt phẳng tiếp xúc với mặt. 





cầu (8) tai Mụ, ta có : IMẹ = (6; 2; 3) là vectơ pháp Yuyến của mặt phẳng (œ) 
cần tìm. : 
Vậy (c) có phương trình dạng : 6x + 2y + 3z + D =0. 
Vì M7; -1; 5) thuộc mặt phẳng (ơ) nên ta có : 
42-2+15+D=0—>D=-55. 
Vậy ruặt phẳng (œ) tiếp xúc với mặt cầu (S) tại điểm Mụ là : 
6x + 2y + 3z -55 =0. 
»« Cách khác : Áp dụng công thức phân đôi tọa độ, ta có phương trình mặt 
phẳng (œ là : 
(x+ 1X7 - 1)+(y+3)(- 1+ 3)+ (z - 245 - 2) = 49 
© 6x + 2y + 3z - 55 = Ô., 
D Chú: ý : Công thức phân đôi tọa độ chỉ được áp dụng khi điểm À (xạ; ya; Zg) 
thuộc mặt cầu tiép xúc. 
Ví dụ 2 
Lập phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S) có phương trình : 
x°.+y? +z?-6x- 9y + 4z + 5 = 0 tại điểm M,(4; 3; 0) thuộc (S). 
Giải 


Mặt cầu (S) có phương trình dạng : 





(x~-3)?+(y— 1“+(z+2/-9—-1-4+5=<0 

(x- 3)” +(y- 1”+(z+2)= 
Vậy (8) có tâm là điểm I(3; 1; -2) và có bán kính AR = 3. 
Gọi (o) là mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S) tại Mụ(4; 3; 0). 


Ta có vectơ pháp tuyến của (œ) là IMẹ = (1; 2; 2). Do đó phương trình của 
mặt phẳng (ơ) có đạng : x + 2y +2z+ D=0. 

Vì Mụ(4; 3; 0) thuộc (œ) nên : 4+6+D=2 >D=-10 

Vây mặt phẳng (œ) có phương trình : x + 2y + 2z - 10 = 0 
° Cách khác : Áp dụng công thức phân đôi tọa độ, ta có phương trình của 
(là: 4x + 3y +0.z- 3(x + 4)-(y+3)+22+0)+5=0 

©x+ 2y + 2z - 10=0. 

Vị dụ 3 
| Lập phương trình mặt ghánE tiếp xúc với mặt cầu (S) có phương II), § 
| x°*+y2+z?+ 2x- 6y + 4z - 15 =0 


¡8x - 11y + 8z - 30 = 0 
và chưa đường thẳng (d) : ‡ - M 
x-y-2z=0 


ướ š 
Giải 


"Mặt phẳng chứa đường thẳng (d) thuộc chùm mặt phẳng : 

m(8x - 11y+8z — 30) + n(x - y - 2Z) = 

Cloa m = 1 ta có : (8 + n)x — (11 + n)y + 2(4 — n)z - 30 =0 

Viết lại phương trình mặt cầu (8) ta có : 

(x + 1)” + (y - 3)” + (z + 2)” = 29. 

Miật cầu này có tâm ](-1; 3; -2) và có bán kính R = V29. Muốn cho mặt 
cầu kép tiếp xúc với mặt phẳng thì khoảng cách từ tâm I(-1; 3; -2) đến mặt 
phẳng phải bằng bán kính R = V29, nghĩa là : 

CS CA HD chức hs _n)- 30 - 29, 


v(8 +n)? (1+n)? +ÁULe n)Ÿ 











2 
«© 87” = 29(6n? + 6n + 249) © 6n” + 6n + 249 = S = 261 


©n?Ö+n- 4 -0z+2n¿ =1, nạ= 2. 
Vậy hai mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu là : 3x - 4y + 2z _— 100 (ơi) 
2x - 3y+ 4z - 10 =0 (œ¿) 


Ví dụ 4 


Lập phương trình mặt câu đi qua điểm A(1; 
phẳng tọa độ. 
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-1; 4) và tiếp xúc với các mặt 


Giải 
Các mặt phẳng tọa độ chia không gian ra làm 8 phần. Vì mặt cầu cần tìm 
tiếp xúc với các mặt phẳng tọa độ và đi qua điểm A(1; -1; 4) nên phải có 
tâm nằm trong phần không gian có chứa điểm A. 


Vậy tâm I của mặt cầu có tọa độ là I(R; -R; R). Do đó phương trình mặt 
câu có dạng : (x - RJ + (y + R) + (z - R)} = RẺ. 


Vì điểm A(1; -1; 4) nằm trên mặt cầu nên có tọa độ nghiệm đúng PHƯƠNG, 
trình mặt cầu, nghĩa là : 


(1— R} + (—1 + R} + (4 - R)” = R” 
2R” - 12R + 18 =0 © R?- 6R+9=0 
©(R-3”=0R=3. 
Vậy phương trình mặt cầu là : (x - 3) + (y + 3) = 9. 


Ví dụ ð 
Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz cho các điểm A(1; 0; 0), B(0; 1; 0), 


C(0; 0; 1). Lập phương trình mặt cầu nội tiếp trong tứ điện OABC. 
Giải 





Các mặt của tứ diện có phương trình lần lượt là : z 

x=0;y=0;z=0Ovàx+y+z=l C 

Tâm ÏI của mặt cầu nội tiếp trong tứ diện nên có 
tọa độ là : 1a, b,c)vớia>0,b>0,c>0 

và a+b+ec- 1.<0. 

Khoảng cách từ tâm I đến các mặt cầu của tứ diện Ơ —> 
: ,„ l1-(a+b+ec)l M 
là:a, b,c và à- lạ ' 

v3 N 
X 
Trong đó mặt phẳng (ABC) có phương trình là : 
i-(Xx+y+Z)= 
„ 1-(a+b+c) 1- 3a _ _8- v3 
Ta có: a=b=c= ———— =a- : 








43 j 6 
3-3. 3- v3 JÑc 


Đo 











Vậy tâm I có tọa độ là G 


8— v3 


câu là R= —. 
3 


và bán kính của mặt 
Am 6 


Do đó mặt cầu nội tiếp tứ điện OABC có phương trình là : 


lên san) TỰ all e) 
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Vấn đề 3 : GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT CẦU 
A. PHƯƠNG PHÁP . 
Cho hai mặt cầu (S;), (S¿) lần lượt có tâm l¡, lạ, có bán kính Rị, R; và có 
phương trình : 
(SỊ): x?+y?+ z” + 2Aix + 2B¡y +2C¿z+ Di =0. (1) 
(S¿): x? + y? + z? + 2Asx + 2B¿y + 2C¿z + Dạ = 0 (2) 
Giao tuyến của (S¡) và (8;) nếu có là nghiệm của hệ hai phương trình (1) 
và (2). Hệ đó tương đương với hệ hai phương trình sau đây : 


`... =0 (8) 














4A: - A;)x + B4 - Bạ)y + 2C; - C2)z+ (Dị -D;ạ)=0.(ơ).... ._- (8) 

Vậy giao tuyến của (S;) và (S;) cũng là giao tuyến của (S,) và mặt phẳng 
(ơœ). . 

Mặt phẳng (œ) vuông góc với đường nối tâm I;l¿ của (S,) và (S;). 

Do đó giao tuyến của (S;) và (S¿) là đường tròn tâm H hình chiếu của tâm 
I¡ (hoặc I„) xuống mặt phẳng (œ) và có bán kính r = VR? -I,H”. 
Nếu l¡l¿ < Rị + R; : (S¡) và (S¿) cắt nhau. 
Nếu I¡1¿ = Rị + R¿: (S¡) và (S;) tiếp xúc ngoài. 
Nếu I¡1¿ > Rị + R¿ : (S¿) và (S;¿) không cắt nhau. 
Nếu II; =lR; - R;ạ 
B. VÍ DỤ 
Ví dụ 1 
Xác định giao tuyến của hai mặt cầu (S¡) và (8;) lần lượt có phương trình 
sau đây: (S):x?+y?+z?— 2x- 2y -2z-— 6= 0 
(S¿) : x? + y” + z?— 6x - 6y - 6z + 23 = 0. 

Giải 
Phương trình các mặt cầu (S;) và (S;) có thể được viết dưới dạng sau đây : 
(8): (x — 1JỶ + (y - 1 + (z-— 1)? = 9 
(S¿) : (x - 3)” + (y - 8) + (z- 8) = 4. 

Như vậy mặt câu (S¡) có tâm I;(1; 1; 1) và có bán kính R; = 3, còn mặt 

cầu (S;) có tâm I¿(3; 3; 3) và có bán kính R; = 2. 


Do đó l1 = (2; 2; 2) = lạ = V22 +82 +22 =2/8 < Rị + Rạ. 


Vậy hai mặt cầu (S¡) và (S;) cắt nhau theo đường tròn giao tuyến (9 có 
phương trình là hệ phương trình gồm hai mặt cầu đã cho 





|: (S¡) và (S;) tiếp xúc trong. 









x?+y?+z? -2x ~ 2y - 2z— 6 =0 


x?+y?+z?-6x-6y-6z+23 =0. 
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Giao tuyến của (S¡) và (S;) cũng là giao tuyến của (S,) và mặt phẳng (œ) 
(hoặc của (S¿) với mặt phẳng (ø)) : 
x?+y? +z? -2x - 2y - 2z—6 =0 
4x + 4y + 4z - 29 = 0 


Mặt phẳng (œ) có vectơ pháp tuyến là :n = (4; 4; 4) hay n' = (1; 1; 1). 
x=l+t 


Do đó đường thẳng I¡1¿ L (œ) có phương trình tham số là : $y =1+t. 
z=l+t 


Giao điểm H = I¡l¿ ¬ (œ) có tọa độ là : 
4(1+t)+ 4(1+t)+ 4(1+t)—- 29 =0 








lt 1220 se.” 
12 
17 99 
XH =l+ —=— 
12 12 
_..... 
# 12 12 
17 929 
ZH =l+—=— 
12 12 
12” 12) 12 
Do đó :  =[S: tại tạ} 
(12 12 12 
Irl= IƒP+179+17?! Ji Tí 
š 12? 443 443. 


Đường giao tuyến (92 có bán kính r = VR¡Ÿ sửi HẺ, 


\ 
2 
HuÄế: xa l8) << H0 SE uc, 
443 48 48 


Ví dụ 2 
Xác định giao tuyến của hai mặt cầu sau đây : 
(S.:x?+y2+z?—64=0 
(8s): x? + y? + z?~— 6x — 12y + 12z + 72 = 0. 
Giải 
e©_ Mặt cầu (S¡) có tâm I,(0; 0; 0) bán kính Rị = 8. 
se Phương trình mặt câu (S;) có thể viết như sau : 
(x - 3)” + (y - 6)” + (z + 6)° = 3Ẻ, 







z13 


Mặt cầu (S;) có tâm I;(3; 6; -6) và có bán kính Rạ = 3. 
Ta có : I,1; = (3; 6; -6). Đường thẳng TL, có vectơ chỉ phương : a = (1; 2; -2). 
Hai mặt cầu (S¡) và (S;) cắt nhau theo đường tròn giao tuyến (2 (nếu có) 
có phương trình là : 
x?+y?+z?~64=0 (SÑ.) 
x?+y?+z?-6x-12y+12z+72=0 (8;) 
Hệ phương trình trên tương đương với với hệ phương trình sau đây : 
x°+y?+z?-64=0 vn x°+y?+z?-64=0 (S¡) 
6x + 12y - 12z - 136 = 0 3x+6y-6z-68=0_ (œ) 


Tacó  I,lạ =v9+36+36 =9<Rị;+R¿=8+3 


Vậy hai mặt cầu cắt nhau theo giao tuyến được biểu thị bằng hệ phương 
trình nói trên, gồm phương trình biểu thị mặt cầu (S,) và phương trình biểu 
thị mặt phẳng (0). 


Mặt phẳng (ơœ) có vectơ pháp tuyến là n= a = (1; 2; -2). 





x=t 
Đường thẳng II; 1 (œ) có phương trình tham số là : ‡y =2t.. 
z= -2t 
Gọi H = Iilạ ¬ (œ), ta có tọa độ của H là : 
3t + 6.2L — 6(-2t) - 68 = 0 © 27t - 68 = 0 =t= =_ 
# 68- 
NI 
__ 1386 -lấn 136, =3 là tâm đường tròn giao 
PP ủy 97' 91” 9T ) tuyến ( 
x_- 
= 68, 186 1836 441 4624 
IH = — ¬SÔ kẽ... : 
27 ETR 27 = 9 


Đường tròn giao tuyến (9) có bán kính 


+ 1E Na 4624 _ Võ60 _ 4v35 
yýn SG "in TRANG TH 





Đường tròn (2 nằm trong mặt phẳng (œ) có phương trình 
3x + 6y —6z — 68 = 0. 
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C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 
Bài 1 





Cho mặt cầu (S) có phương trình đối với hệ trục Oxyz là : 
x°+y °+z?—2x— 6z -— 35 =0. 
a) Xác định tâm và bán kính mặt cầu (8). 


b) Xác định tọa độ giao điểm của mặt cầu (S) với đường thẳng (d) đi qua 
hai điểm A(2; -4; 8); B(0; —2; 10). 





c) Xác định phương trình giao tuyến của mặt phẳng (OAB) với mặt cầu 
(8). 





Giải 
a) Có thể viết phương trình mặt cầu (8) dưới dạng : 
(x— 1) + (y - 0} + (z - 3) = 45. 
Mặt cầu S có tọa độ tâm I(1; 0; 3) và có bán kính R = V45. 


b) Đường thẳng d đi qua điểm A(2; -4; 8) và có vectơ chỉ phương AB = (2; 2; 2). 


Chọn a= (1; 1; 1) làm vecte chỉ phương cho d ta có phương trình tham sô 


x=2-t 
của đường thẳng AB là : 4y =-4 +t. 
z=8+t 


Giao điểm của đường thẳng d và mặt cầu xác định bởi : 
(1—t)*+(-4 + t)+(Bð +t)”- 45 =0 
1—2t+t?+ 16 - 8t + tÌ + 25 + 10t + t - 45 =0 
3t?-3=0©tˆ=1le©t=+1., 

Với : t= 1 ta có giao điểm M(1; -3; 9). 

t = - 1 ta có giao điểm N(3; -5; 7). 


c) Mặt phẳng (OAB) nhận OA = (2; -4; 8) và OB = (0; -2; 10) làm cặp vectơ 
chí phương nên có phương trình tham số là : 

x=2tị q) 

y=-4t,-2ty (2) 

z=8t,+10ty (3) 


Từ (1) ta có tị = : và từ (2) ta có tạ = —X - s: Thay các giá trị của tị và 


vào (3) ta có phương trình tổng quát của mặt phẳng (OAB) là : 6x + 5y + 3= 0. 
Do đó giao tuyến của mặt phẳng (OAB) và mặt tầầu (S) là đường tròn có 
x? +y? +z” =9x— 6z- 35 =0 


phương trình là : 
6x+By+z=0 


Bài 2 : 
ƒ°- + cầu (S) có phương trình : x? + y? + z? - 2x - 2z = 0 
và mặt phẳng (œ) có phương trình : 4x + 3y + m = 0. 
Biện luận theo m vị trí tương đối của (oœ) và (S). 
Giải 

Phương trình của (S) có thể viết dưới dạng : 

(Œx ~1)Ê + (y - 0) + (z - 1)ề = 2. 
Vậy (S) có tâm là điểm I(1; 0; 1) và bán kính R = v2. 






I4+0+ml. l4+ml 
Pa có :h = d(1,(ơ))= ——————— =——— 
v16+9 _. 
(m+4)2 _ 


Xét : =h?-RẺ= 
fm) R 5T 


1. 
2= 2g (mÌ + 8m — 34) 
A'= 19 +34 = 50. : 
fm) có hai nghiệm là : m; = -4- 52; mạ = -4 + 5/2. 
Ta hãy xét các trường hợp sau đây : 
a) Trường hợp m < -4 - 52 hay m > -4 + 5v2==h > R. 
Khi đó măt phẳng (œ) không cắt mặt cầu là (œ) ^ (S) = Ø. 
b) Trường hợp m = -4 -ð V2 hay m = -4 + V2 =h = R. - 
Khi đó mặt phẳng (o) tiếp xúc với mặt cầu tại một điểm. 
c) Trường hợp -*‡ - 5V2 <m<-4+5v2 =h<ÂR. 
Rhi đó mặt pháng (ơ) cắt (S) theo một dường tròn (2) có phương trình 
là : . 
l +y? +z? -2x - 2z = 0 
4x+äy +m =0 
Bài 3 
Trong không gian với hệ tọa độ Đề-các vuông góc Oxyz, cho tứ diện ABCD 
biết A(1; 1; 1), B(1; 2; 1), C(1; 1; 2), D(2; 2; 1). 
a) Hãy lập phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 








b) Tìm tâm và bán kính của mặt cầu ấy. 
Giải 
a) Phương trình của mặt cầu có dạng tổng quát là : 
(S):x”+y? + z2 + 2Ax + 2By + 2Cz + D = 0. 
Vì bốn điểm A, B, C, D nằm trên mặt cầu nên tọa độ của chúng thỏa mãn 
phương trình mặt cầu, nghĩa là : 
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1+1+l+2A+2B+2C+D=0 
1+4+1+2A+4B+2C+D=0 
1+1l+4+2A+2B+4C+D=0 
4+4+1+4A+4B+2C+D=0 


.. 

2A + 2B + 9C +D = -3 2 

2A +4B+2C+D =-6 .. - 

c© k5: 2 

2A+2B+4C +D =-6 _ 

4A+4B+2Cx+D=-9 CNG 
D=6 


Vậy phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD là : 
x?+y2+ z? -3x -3y -3z + 6= 0. 
b) Phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD còn có dạng : 


<1j'6-3Ÿ-(-3Ÿ¬‡ 


_ 
Ta suy ra (S) có tâm là điểm I[Š:g:2) và có bán kính R = s, 


Bài 4 


Trong không gian cho mặt cầu (S) có phương trình : 
x`+y2+z?- 6x + 4y -2z - 11 =0. 


a) Xác định tâm và bán kính của mặt cầu (S). 


b) Lập phương trình các mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (8) và song song 
| với mặt phẳng (œ) có phương trình : 4x +3z - 17 = 0. 


Giải 
a) Phương trình mặt cầu (S) có thể viết đưới dạng 
(x - 8) + (y - 2)” + (z - LJ = 25. 
Ta suy ra mặt cầu (S) có tâm I(3; -2; 1) và bán kính R = 5. 
b) Đường thẳng (đ) đi qua tâm I(3; -2; 1) của mặt cầu và vuông góc với mặt 
phẳng (œ) có vectơ chỉ phương v = (4; 0; 3). Do đá đường thẳng (d) có phương 


x=3+át 
trình tham số là : 4y = -2 
z=1l+3dtL 


Giao điểm A, B của đường thẳng (d) với mặt cầu là các tiếp điểm cân tìm. 
Ta có: (3+ 4t- 3)? + (2 + 3) + (1 + 3t - L = 25 
© 95t” = 95 —= t= +1, 
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Xe =3+4=7 


Với t = 1, ta có tọa độ tiếp điểm A là: 4y =-2 = A(7 -2; 4). 
ZA =l+öä=á4 
xg=d3-4=-l 

Với t = -1, ta có tọa đệ tiếp điểm B là : ‡yp = -2 = B(-1; -2; -2). 
Zzgp=l-ä3=-2 


Mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại A(7; -2; 4) và song song với mặt 
phẳng (œ) có phương trình dạng : 4x + 3z + D = 0. 

Vì Áe (ơ) nên : 28 + 12+ D=0—=D= -40. 

Vậy mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm A có phương trình 

4x + 3z - 40 = 0. 

Tương tự, ta có phương trình với mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm 
Blà: 4x + 3z + 10 = 0. 
Bài ð 
Cho mặt cầu (S) có phương trình : 4x” + 4y” + 4z” - 4x - 4y -4z -i* 0 





và mặt phẳng (ơ) cõ phương trình : 4x + 4y + 2z - 1=0 
a) Chứng tỏ rằng mặt phẳng (œ) cắt mặt cầu (8). 
| b) Xác định tâm và bán kính của đường tròn giao tuyến (92. 
Giải 


a) Phương trình mặt cầu (S) có thể viết dưới dạng : 


: 2 2 2 
Ä...ẽ 1 1 1 1 
: 2 2 
— K-y-Z—-—=Ũ© |Xx-—| †+|Y-_—| +|Z-—| =l 
ME li do 2 vài ai”: | 3) b 3) [ ] 





Ta suy ra mặt cầu (8) có tâm I[Š:2:2) và bán kính R = 1. Khoảng cách 








R li #4 *23 
từ tâm I đến mặt phẳng (ø) là : d(, (o))= 2 SS=S=E - =2, 
X4 tay Si ấ 


Vì đ(I, (œ)) = ã < R= 1 nên mặt phẳng (œ) cắt mặt cầu (S). 


b) Mặt phẳng (œ) có vectơ pháp tuyến là n = (4; 4; 2) hay n'= (2; 2; 1). 
Đường thẳng (d) đi qua tâm Ï của mặt cầu và vuông góc với mặt phẳng (œ) có 


ba) 
II 
+ 
to 
c 


phương trình tham số là : 


+ 
t 


®N t« 

Ị II 
2Ì P2 b2|Ba tôm 

+ 

. 
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Gọi H = (d) o (œ) ta có : 


A3 xet x42 + ]x8| 2 vất =l=O0 4+ Uất 0 sebkec Si, 
2 2 2 9 


Tìm tọa độ giao điểm H : 


“1... 
„98 `ø 3s 
1 4 1 1 
H: »n =2~g”g = HỈTT: Tại 1g]: 
2 9 18 18 18 18 
1 29 5 
“H = ———=— 
2 9 18 
2 
Gọi : HỈ =5 ~g] +| + [;- ni —~ — 
2 1 2 sJ š 1ã] 394 — 
Đường tròn (2 có tâm HỆ: cua, và bán kính r = 4 . 
18 18 18 3 / 


Bài 6 
Cho hai mặt cầu (8) và (S') lần lượt có phương trình : 
(S): 2x” + 2y? + 2z? + 3x- 2y +z— 5 =0 














(8):x?+y2+22-x+3y-2z+1<0. 
a) Xác định tâm và bán kính của (8) và (S'). 
b) Lập phương trình đường nối tâm của hai mặt cầu đó. 


c) Xác định giao tuyến của hai mặt cầu (S) và (S') và mặt phẳng chứa 
giao tuyến đó. Chứng tỏ rằng mặt phẳng này vuông góc với đường nối tâm 
của hai mặt cầu đã cho. 





Giải 
a) Ta có thể viết phương trình mặt cầu (S) dưới dạng sau đây : 


2 2 2 
: : : 1 2 
vu xo 5< e0 c© x+i) “[y-;) '[z+z) =—. 
2 g8 9 _ đẾ 2) 4 
3 + 


Vậy mặt cầu (S) có tâm [- PL „” ra.) và bán kính R= 





Phương trình mặt cầu (S') có thể viết dưới dạng : 


(x-3] :(y+3] +-t >Š. 


ñ Ù và có bán kính R` = 


v 


b =-.....: 10 
Vậy mặt cầu (5S) có tâm Ï M Tân 


vl 
.. 


t2[G2 
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b) Ta có 1E = R ~5 2) đo đá đường nối tâm có vectơ chỉ phương v = 4 


x=—— +ỗt 
TẾ =(#› =8: 81.và có phương thánh tham số ÌA : lv = 5 - 8t 
#z.= 22B 
4 


c) Giao tuyến của hai mặt cầu (S), (S') được xác định bởi phương trình sau : 
2x? +92y? +92? +3x-2y+z-5=0 (1) 
2x? +2y? +2z2 -2x+6y-4z+2=0 (9) 
Hệ này tương đương với hệ phương trình sau đây : 
(Lấy (1) - (2) ta được (4) 
J2? +9y? +2z2+3x—-2y+z-5=0_ (3) 
\öx - 8y + 5z - 7 = 0 (4) 
Hệ phương trình gồm (3) và (4) biểu thị giao tuyến của một mặt cầu với 
một mặt phẳng. Giao tuyển đó là đường tròn nằm trong mặt phẳng 
(œ):5x— 8y +5z—-7 =0. 
"248-614 vs sa 
Ta có : d(I, (œ) = ————————— - 13,5 v8 


V52 + 82 +52 v114 2 


phẳng cắt mặt cầu. Mặt phẳng này có vectơ pháp tuyến n= (ð; -8; 5) nên 


=lR nên mặt 


vuông góc với đường nối tâm IJ' vì n cùng phương với nu ẳ 
Bài 7 
| Cho mặt cầu (S) có phương trình : x” + y” + z” - 10x + 2y + 26z + 63 = 0. | 
a) Xác định tâm và bán kính của mặt cầu (S). 
b) Tìm giao điểm của đường thẳng d đi qua tâm mặt câu và nhận 






= (4; 6; 9) làm vectơ chỉ phương. 


c) Lập phương trình các mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại các giao 
điểm nói trên. : 


Giải 
a) Ta có thể viết phương trình mặt cầu (S) dưới dạng sau : 
(x — B)” + (y + 1)” + (2 + 13)” = 133. 
Do đó ta suy ra tọa độ tâm I(5; —-1; -13) của (S) và bán kính R = V133. 
b) Ta có phương trình tham số của đường thẳng d là : 
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x=B5+át 
y =-l+6t 
z = -13 + 9t 
Thay các giá trị này vào phương trình mặt cảu ta có : 
(5 + 4t -5)” + (1 + 6t + 1)” + (-13+ 9t + 137 = 133 
+ 185L” = 138 =tE=d 1, 
Với : te 1 ta có tọa độ giao điểm A (9; 5; -4). 
= ¬1 ta có tọa độ giao điểm B(1; -7; -22). 
c) Các mặt phẳng tiếp xúc mặt cầu S tại A và B đều nhận vectơ`chỉ phương 
R# (4; 6; 9) làm vectơ pháp tuyến. Do đó phương trình các mặt phẳng tiếp 
xúc với mặt cầu tại các giao điểm A và B có dạng 4x + 6y + 9z + D = 0: 
A(9; 5; -4) thuộc mặt phẳng nên 4.9 + 6.5 + 9(-4) + D =0 >D =- 30. 
B(1; -7; -22) thuộc mặt phẳng nên 4.1 + 6(-7) + 9(-22) + D = 0 — D = 236. 
Vậy các mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại A và B có phương trình là : 
Tại A:4x+ 6y + 9z-30 =0. 
Tại B : 4x + 6y + 9z + 236 = 0. 


Bài 8 





Trong không gian với hệ trục Oxyz cho điểm A(1; 4; -1). 
a) Viết phương trình mặt cầu (5) tâm O, bán kính OA. 
b) Gọi B là điểm có tọa độ (1; y; 1). Tìm y để OA SỐ AB : 
c) Viết phương trình mặt cầu (T) tâm B, bán kính BA. 
d) Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (T) và chứa trục Ox. 
Giải 
a) Ta có IOÀI = v12+(4)?+(-1)° =v18. 


Vậy mặt cầu (S) có phương trình là : x? + yŸ + zˆ = 18. 





b) Ta có OA = (1; 4; -1), AB= (0; y - 4; -9) 


: OÄ..OB = 4y =4)~2=0=y= Ð thì OA 1 OB. 


e) Ta có tọa độ điểm B là Ề " 1 Mặt cầu (T) có bán kính 
_. 2 
R' = |BA| = Ề vat „ V7 
2 2 


2 
Mặt câu (T) có phương trình là : (x - 1)” + [z — 3] +íz~1ƒ/ = 


| 
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d) Do phương trình mặt phẳng chứa trục Ox có dạng py + q4 = 0 





NÓ C- Ông . : : : 17 
Mặt phẳng tiếp xúc của mặt cầu (T) cách tâm B một khoảng bằng S1 
lp. : +q.1l 1? 
Ta có : E 3e Su ào 
vp?+q?Z 


© l9p+ 2ql = V17(pÊ ~ q2) => 64p” - 13q” + 36 pq = 0. 


Vì p và q không đồng thời bằng 0 và có thể xác định sai khác một thừa 
số khác 0 nên ta có thể chọn p = 1 và đưa đến phương trình bậc hai đối với 
q: 13q” - 36q - 64 = 0. 

š nh s 16. 

Phương trình này có nghiệm q¡ = 4 và q; = sài 

Vậy phương trình hai mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (T) là : 

Với q=4 tả có :y + 4z =0 


và q=T ta có : 13y - 16z = 0. 


D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỀ LUYỆN TẬP 


01. Trong không gian với hệ tọa độ Đêcác vuông góc, hãy lập phương trình 
mặt cầu (8) : 


a) Có tâm I(3; -5; -2) và tiếp xúc với mặt phẳng (œ) có phương trình 
2x-y-ởz + l1=0. 
b) Có AB là đường kính A(6; 2; -5), B(-4; 0; 7). 
ĐS: a)(x- 3)? + (y + 5/” + (z + 3)” = 56. 
-b)Œ= LỶ +(y- + ø- LÝ = 62, 
09. Lập phương trình mặt cầu trong các trường hợp sau : 
a) Có tâm là [(1; 4; -7) và tiếp xúc với mặt phẳng 6x + 6y - 7z + 31 = 0. 
b) Có tâm là I(—1; 2; 3) và đi qua điểm A(-2; 1; 1). 
c) Có đường kính AB với A(9; 1; 3) và B(1; 5; ð). 
ĐS: a) (x— 1 + (y - 43? + (z + 7)” = 100. 
b) (x + 1)” + (y - 9)” + (z - 3)” = 6. 
€)x”+ y”+ z? ~ 10x ~ 6y - 8z + 29 = 0. 
03. Lập phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD với A(1; 1; 1), 
B(-1; 0; 2), C(0; 4; 0), D(-3; ï: 0). 
ĐS : 15x? + 15y? + 16z2 + 33x - 63y - 27z + 12 = Ô. 
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04. Lập phương trình ¡mặt cầu đi qua điểm M(3; -2; 2) và đi qua đường tròn : 
x°+y2+z?~9=0 
2x+y-Zz+2=0 
HD : Phương trình mặt cầu có thể viết dưới dạng : 
xt+y?2+z”-9+p(2x+y-z+ 2) =0 và tìm p. 
ĐS: Phương trình mặt cầu : x” + y + z”- 4x - 2y + 2z - 13 = 0. 
05. Cho mặt cầu (S) có phương trình : x” + y” + z”— 12x + 4y - 6z + 24 =0 
và mặt. phẳng (œ) có phương trình : 2x + 2y +z+ 1= 0. 
a) Chứng mịnh rằng mặt phẳng (œ) cắt mặt cầu (S). 
b) Tìm tâm và bán kính của đường tròn giao tuyến (9Ô = (S) a (œ). 
HD : 
e® Tìm tâm Ï của mặt cầu §. Ta có 1(6; -2; 3), R = 5. 
® Tìm khoảng cách d(I, (œ)) = 1H với H làm tâm đường tròn giao tuyến. 
Ta có [H = 4<R = 5 nên (ơ) cắt mặt cầu. ` 
se Lập phương trình đường thẳng d đi qua tâm I của mặt cầu và vuông 
góc với mặt phẳng (œ) tại HỆ ra]: Tâm đường tròn là điểm H. 
Tacó r= VR? -IH? = 5-4 =3, 


06. Thiết lập phương trình tiếp diện của mặt cầu tại điểm M,(4; 3; 0) và viết 
phương trình đường kính của mặt cầu qua điểm Mạ đó, cho biết mặt cầu có 
phương trình là : x” + y + z” - 6x - 2y + 4z + 5 = 0. 
HD : 
e© Tìm tâm I của mặt cầu đã cho. Ta có I(3; 1; - 2). 
e© Dùng công thức phân đôi tọa độ ta có phương trình của tiếp diện là : 
(x_-3)(4-3)+(y-1X3-1)+(z+2)(0+2)=9 
©x+ 2y + 2z - 10 =0. 
Cách khác : 
Mựx; y; z) e tiếp diện tại Mẹ © MạM.IMg = 0 
© (x - 414 - 3) + ty - 3).(3 - 1)+ Z(0+2)=0 
©x+ 2y + 2z ~- 10=0. 
07. Lập phương trình mặt phẳng (P) đi qua đường thẳng (d) có phương trình 


và tiếp xúc với mặt cầu (S) có phương trình : 
x°+y?+z?- 2x - 4y - 6z - 67 = 0. 
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HD : 
e Chuyển phương trình của đường thẳng (d) thành phương trình tổng 
quát (d) : | 


4x+z_-52=0 

4y-z+4=0Q 

Mặt phẳng cần tìm thuộc chùm mặt phẳng có phương trình sau đây : 
œ (4x + z — ð2) + B(4y — z + 4)= 0. 

Chọn œ = 1 ta có: 4x + 4By + (1 - B}z - 52 + 4B =0 ` 


Mặt cầu (S) có tâm I(1; 2; 3) và có bán kính R = v1? + sả +8?+ 67= 9. | 
Mặt phẳng (P) tiếp xúc với (S) | 
|4.1 + 48.2 + (1 - B).3 - 2 + 4| 


J£° +160Ÿ + (1 - B)? 


Bị =-1 
©2Ð?+j -1=0c 1 
ĐỚN 


2 


<©d(I,(P)=R=9<© 


Vậy ta có 2 mặt phẳng chứa d và tiếp xúc với S có phương trình là : 


2x- 2y+z-28=0 và 8x+ 4y +z- 100 =0. 


Phần 3. CÂU HỘI TRẮC NGHIỆM 





CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 1 
01. Các cặp vectơ só tọa độ sau đây, cạp nào cùng phương ? 
bj (0; 0) và (0; 1); 


a) (1;0) và (Ô; 1); 
đ)(~1; 0) và (1; 0); 


€) (—-1; 1) và (2; -1); 
6) (1; —1) và (=1; 1). 
ĐA :b), d), e). 
02. Các đẳng thức sau đây, đẳng thức nào luôn luôn đúng với mọi điểm A, B, 


C? 
b) AB +CB-CA= 


©} 


——>» —> ——> 


a) AB - AC+ BC =0: 





! 
œ<\ 


€) GB - BC -CA - 0; d) AB + CA + BC 


e) AB + BC + BÀ = 0. 














ĐA :a), d). 
) “ ˆ 2 kở ` ` +“ .. h bó th % -“ 
03. Các đẳng thức sau đây, đáng thức nào luỏn đúng với các vecL; a, b và số 
thực ^A tùy ý ? 
— - +2 lai? — c2 
a) lal=l-al; b)a =la Ệ cì(a.b)“=¿c by 
H.= = l„ ¬| l—i 
ị h 
d) lÀ al = Mai; ©) IÀ” al khai 
Ló Ì . 











1JA:a), b), e). 


04. ;óc giữa vectơ a và b góc nào tù ? 
` a=(1,-3) ,b=(2,1); bì a=(-2,1) ,b-2,4) 


€) a=(1;1) ,b=(0;0); 
e) a=(0; 1), b = (1; -1). 


ĐA:a), c), e). 
0ð. Cho hai aiểm phân biệt A và B. Trường hợp nao ÀÍ nàn: tụ dài Añ dâu 


b) AM=9AB; 1... 
e) Aie 2BM. 


LR. . 


a) AM= 2MB; 
đ) BM = AB; 


ĐA:b),e). 


06. Cho A(-2; 1), B(4; 1). Trường hợp nào tam giác ABC vuông nêu : 
a) C(-2; 3); b) C4; 4); €) C(0; 1) d) C(O0; 7); c) C(2; 0). 
ĐA:a);b). 
07. Cho hai điểm A(1; 2), B(-1; 0). Lập các điểm Ml(x; y) thỏa mãn 
MA” = MB” là một trong các tập sau đây, hỏi đó là tập nào ? 


a) X ÿ =0; b)y= âx — 2 ©) 2X 
d)x+y-1=0; e)2x-y = 1. 
ĐA:d'). 


08. Cho hai vectơ a a và b. Các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


=> 


_ 
= 0 thì a cùng phương với Đụ 


)b 
b) a và b cùng phương với vectơ 0. 
e a.b= 0 thì a = 0; ý + be để m.b e6 
e)(a + b)b =0 thì b =0, 
ĐA:a); bì. 
09. Các đẳng thức sau đây, đắng thức nào có nghĩa ? 
s} 8+ b @Ú; bì) a.b =0; ca +01b = a.b; 
d) a +0b= a.b; e a.b =0.b, 
ĐA :b). 
10. Cho hai vectơ 8 = ; b =(-12; 4). 


Các góc sau góc nào là góc giữa hai vectơ a và b? 
: xử Ẹ 
a)0 b) m ©) 2 d) "2- e) 1. 


ĐA : c). 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 2 


01. Đường thẳng d đi qua điểm A không ? 





a)d:x—2y+3 =0; A(1; 2); b) d:x-3y+5=0,- A(0; 1). 
c) d: x uc, A0 =1). 
2 2 
=3- dt =-3+9tL. 
d)d: k ;› — A(2,-1); e) đ: ` ' , 
y=-l+È y=1l-t 
'ĐS:a), d) 


02. Vectơ a có là vectơ chỉ phương của d không ? 





a:d:3x-2y+1=0; a =(2;3). b)d:2x+y-1=0; a1 È1>®j, 
c:d: bAE, Tác. a =(3; ]). 
6 2 
[x =-Bt + ¬ x=-2-2L 2 
d;d:. ,a =(5;-7). e)d: ;:a =(-2; -1). 
jW=8tftL y=2+t 
ĐS:a;, c), dì). 
03. Vectơ n có là vectơ pháp tuyến của d không ? 
a)d:3x-5y+2=0; n=(3; 5). b)d:2x- 4y+1=0;n =(-1; 2). 
c)d: LảNM ST” Thi. TI = (3; 2). 
2 ¬3 
Ix=l-2t 2 x=át — 
d)d: 4 :n =(2;-3). e)d: >yữø8 =2) 
Ìy =-1+8t y=1-9t 
ĐS :b),c), e). 


04. Các cặp đường thẳng sau, cặp nào cắt nhau ? 
a) dị:x-2y+2=0, d;:x-y-1=0. 





b) dị:y=x+1; d;:y=2x+ 2. 
€) Sai uc TU 
2 3 c1 3 
=ðE 
d) d.:2x-3y+1=0; di : 
ly=l+2t 
Íx=B5+t 
e) dị:6x—-3y+5=0; "TM l : 
\y=-3+2t 


ĐS :a),b), e). 
05. Các cập đường thẳng sau, cặp nào song song ? 
a)dị:2x-y+l1=0; d;:-2x+y+2=0. 





se =l+t 
bi A (SG d, cỊ " 
Xi 2 ly =2t 
€)dị:y=x+l; d;:y =x- 10. 
=1-t + \ 
đậy? : dạ:x-y=5. 
(ý =-1+t 
Xx=-2+t 
dị:2x-B5y-7=0; d;: : 
e) dị: 2x - By - 7 9 DR PA 


ĐS :a),c). 
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06. Các cặp đường thẳng sau, cặp nào vuông góc ? 





a) dị:2x-y+3=0; d;ạ:x+2y-1=0. 
b) dị:y=2x+8; d;ạ: 2y = -x + 1. 
= = = 10 - 2t 
e dị: Š "ám dạ: H : 
=1 2 yY=-5-E 
=0 
d)dị:xx>+2=0; ni; Ệ bã 
y=Èt 
= 9t 
e) Đch : dạ:2x+y-1=0. 
y=-l+t 


ĐS:a), b), c). 


07. Các phương trình sau đây, phương trình nào là phương trình của đường 
thẳng ? 


[x=m . 
4 m với m e Ñ. b) xy = 1. 
y=1-= 
2 
1 1 2 
€Ầ) —+—=4. d)x+y+1=0. e) 10x + 3y = 0. 
X Hy . 
ĐS:a), e). n 


x=-ä3+2k 


08. Cho phương trình tham số đường thẳng d là : | Xck 
y “ 


Các phương trình sau, phương trình nào là phương trình tổng quát của d ? 


a)x+2y-B5=0; b)x+2y+1=0; c)x-2y-1=0 
d)x-2y+5ð=0; ©)x+y+2=0. 
ĐA :b). 

09. Đường thẳng nào đi qua A(1; 0) và vuông góc với n =(4;—6)? 
a)3x- 2y-1=0; b)4x-Bðy+1=<0; 
e) 2x - 3y - 2 =0 d) äx- 2y - 3 = 0; e) 2x + 3y — 2 =0. 
ĐA : c). 


10. Đường thẳng nào đi qua A(2; 1) và song song với đường thẳng : 
2x+3y-2=07 


a)x-¬y+3=\0; b)2x+3y-7= 0; c)Ọ3x-2y-4=0 
đ) 4x + 6y - 11=0; e)3x+ 2y-8=0. 
ĐA :b). : 

. 11, Cho A(5; 3); B(-2; 1). Đường thẳng nào đi qua AB ? 


a)2x- 7y + 11=0; b) 7x+ 2y- 41=0 ©)Ọ2x+7v-5 =0; 
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đ}?x-3y+ä3z0 ˆ e) Một đường thẳng khác. 
ĐA:a). 

12. Cho tam giác ABC với A(7; 9), B(~5; ~7) và O(19; -3), 
Đường thẳng nào là đường cao hạ từ đỉnh B? 


a) 5x - 12y + 59=0 b) 5x + 12y + 59=0 ©) 5x + 12y-59=0 
d) 5x - 12y - 59=0 e) Một đường thẳng khác. 
ĐA:d).- 

13. Cho A(2; 1), B(4; -3). Đường thẳng nào là trung trực của AB ? 
a)3x+ 2y-7=0 b)2x-3y-9=0 - b)2x+3y-5=0 
d)3x-2y+1=0 e) Mệt đường thẳng khác. 
ĐA :b). 


14. Cho các đường thẳng:  dị:x+3y-7=0; d;:6x+8y- 35 =0 
đạ:4x+y-2=0. 
Số nào sau đây là khoảng cách từ giao điểm của dị và dạ đến d; ? 
Aa)1 b) 5 €) 3 d)2 e) Một số khác. 


ĐA :e). 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 3 
01. Phương trình nào sau đây là phương trình đường tròn ? 


84 ủw —Êx-4ựsÚ; b)x-y°-1=0 
e)(x- 1+(y+1)°+4=0 d)x +xy+y2= 1; 
e)4(x”+ y”)—x= Ô. 
ĐA: a); e). 

02. Đường tròn (C) tiếp xúc với đường thẳng d không ? 
a)(C):x +? = 1; (d):x= -1. 
b) (C) : x” + (y - 1)? = 1; ():y= 


©) (C) ; (x - + (y— U= 1; (d):y 
d)(C):(x- 1Ý+(y-1=1;  (d):y 
e)(C):x”+y”-6x- 4y+8=0; (d):x 
ĐA: a), b), c). 

03. Số a có phải là phương tích của đường tròn (C) tại điểm O(0; 0) không ? 
a)(C):x?+y?-3x-2y+1=0; a=l. 
b)(C): x”+ yˆ =4; a=4. 
c)(C):4(+x?+y?)—-1=0; a=l. 
d}(}:Œ—~U+twưr+eU =1gỦ¿ äs«e1: 


ÚÌ 


HÌ 
SP. ® 


e) (C): x? + y?- 4x+6y-12=0; a=- 13. 

ĐA:a),e). 
04. Cho đường tròn (92 có phương trình x” + yÏ = n Các mệnh đề sau đây, : 
mệnh đề nào là đúng ? 

a) Đường tròn (2 đi qua gốc tọa độ. 

b) Đường tròn (2 có tâm là gốc tọa độ. 

c) Đường tròn (9Ô cắt đường thẳng x = 1 tại hai điểm. 

d) Đường tròn (9 tiếp xúc với đường tròn có phương trình 

( 


⁄~=Ÿ) xv-t=6 


⁄ 


e) Đường tròn (⁄Ố tiếp xúc với đường thẳng có phương trình : y = - ¬ 

ĐA :b), d), e). 
05. Cho A(1; 1) và B(7; 5). Phương trình nào là phương trình của đường tròn 
đường kính AB ? 


a) xX*+y“+8x+ốy+12=0 b) xÝ+ y°- 8x - 6y + 12= 0; 
c) x*+y-8x+6y- 12=0 d) x`+yˆ+6x+8§y- 12=0 
e) Một phương trình khác. 

ĐA :Ð). 


06. Phương trình nào là phương trình của đường tròn tâm nằm trên lường 
thẳng : y = x, bán kính R = 4. 
a) (x - 4)ˆ + (y - 4)” = 16; b)(x+4)”+(y+ 4)” = 16 


©) (x+. 4)? + (y - 4)? = 16; d) (%x~4)”°+(y+ 4)” = 16 
e) Một đường thẳng khác. 
ĐA :a), bì). 


07. Đường thẳng nào là tiếp tuyến của đường tròn : 
(C) : x” + y” - 4x + 6y - 21 = 0 tại điểm M5; 2) ? 


a) 4x + y+ 25 =0 b)4x + y - lð =0 b) 2x + 3y + lõ= 0 
d)2x+ 3y-5=0 e) Một đường thẳng khác. 
ĐA :e). ' 


08. Với giá trị nào của m thì 
x”+y” - 2(m + 1)x + 2(m + 1)y + (m + 1)(m + 9) = 0 
là phương trình của một đường tròn đi qua gốc tọa độ ? 
a)m =-1; b)m=0; c)m=-2; d)m=1; e)m=2. 
ĐA : c). 


¬8 


kẻ) 


09. Cặp đường thẳng nào là tiếp tuyến của đường tròu (Ơ) : x” + yˆ- 4x= 0 
về từ điểm A(1; 2)? 
a) x~2- 4x = 0 vẽ từ điểm A(1; 2). 


L`) x-20và 4x-d3y+2=0 c€ìô y-2=0và4x+öy-2=0 
d)y-2=0và 4x+ä3y-2=0 e) Mật cặp đường thăng khác. 
ĐA :e). 


10. Trong mặt phẳng Oxy cho A(4; 0), B(0; 3). Đường thẳng nào đi quả A và 
tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác AOB ? trụ 


a)4x + äy + 16= 0 b) 4x + 3y - 16=0 
€)-4x + äy - 16= 0 d)-4x+ 3y + 16=0 
e) Một đường thẳng khác. 

DA :d). 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 4 


01. Phương trình nào là phương trình của elip ? 


a) 4x” + By” = 1. b) 4(x - 1)” + 5(y + 2) = 3. 
€)x” + 9y = 1. đ)(x - 1ˆ + y” =0. e)› 4x” + 9y” = 36. 
ĐA :a),b), e). 
: : : x vÃ 
02. Các sô sau đây, số nào là tâm sai của elip R Pu ——==1? 
8 
1 1 
a) 3; b) -; Ji 9 d)1; e) -1. 
3 ä : 


ĐA :bĐ). 
03. Các mệnh để sau, mệnh đề nào đúng ? 
a) Hình elip chỉ có 2 trục đối xứng. 
b) Hình elip chỉ có một tâm đối xứng. 
e) Hình elip có vô số hình bình hành nội tiếp. 
đ) Hình elip chỉ có một hình thoi nội tiếp. 
e) Hình elip chỉ có một hình chữ nhật ngoại tiếp. 
ĐA :a), b), c). 
04. Cho hình elip có phương trình : xŸ + 4y” - 4 = 9. Các mệnh đề sau đây, 
mệnh đề nào đúng ? 
a) Elip nhân 9x, Oy là các trục đối xứng. 
b) Elip có hai tiêu điểm nằm trên Ox. 
c) Elip có trục dài 2a = 4 và trục ngắn 2hÙ¿= 2. 
d) Elip có gốc tọa độ là tâm đối xứng. 
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e) Elip có tâm sai e = s, 


ĐA:a,b, e, d. 
05. Phương trình nào là phương trình chí:h tắc của elip có các tiêu điểm 
1,0; -4), Fe(0; 4) và tâm sai e = : „ 


2 2 2 9 3 # 
a) cuấ a =Ÿl? K) Š-+¬eÄ: c) To Ai 
25 9 8_ 95 25 9 
¬- -.. 
d) —¬—“-=1; - eì Một phương trình khác. 
9 25 
ĐA :b). 


06. Đường tháng nào là tiếp tuyến của elip (E) : x? + 4y” - 40 = 0 song song 
với đường thẳng 3x + 2y + 1 =0? 


a) 3x + 2y - 20 =0 b)x+y-10=0 ©)x-y+10=0 
đ) 3x + 2y + 20 =0 ©) 2x - 3y + 20 = 0. 
ĐA :a), bì. 
xã xế 3? 
07. Trong mặt phắng cho hai elip : TẾ +y°=lvà su + _ = 
Chúng có bao nhiêu tiếp tuyến chung ? 
a) Không có: bì1 œ2 d)3 e4, 7 
ĐA :e). 


08. Biết rằng qua điểm M(8; 6) vẽ được hai tiếp tuyến với elip 
(E): 9x2 + 16y” - 144 = 0. 
Đường thẳng nào là đường thẳng đi qua hai tiếp điển ? 


a)x+v+d4=0 b)x+4y+6:z:0 ©)3x + 4y-6::0 
d) 3x - 4y + 114 Ó ð) Môt đường thăng khác. 
ĐA :c). 


09. Cho elip _ + _ =i. Đường thẳng nào sau đây cắt elip ? 
a)x=3 ly s3 c)y=x+4 
d)x-y=4 9)x-y-6=(0 
ĐA :a), c), d). 
10. Cho elip : 9x” + 16y” - 144 = 0. Số nào sau dây là điện tích của elip ? 
Bo ä\ 52a e) 43 m. 


r¬ 


a) 19 b) ðn 3) 


ĐA :e) 
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CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN DỀ 5 
01. Phương trình nào là phương trình của hypebol ? 


a) x? ~ y? = -9. BỊ? -ft<v e1: 
€ìx—y =1, d) y” - 2x” = 2y. 
ĐA: a),b), d). 
{$Š y Ề ¬ 
02. Cho hypebol (H) : King Bi = =1. Điểm nào là tiêu điểm của (H)? 
a) (3; 0); | b) (5; 0); c) (0; 4); q) (0; 5); e) (0; -5). 
ĐA : dì). e). 
3 v3 
085. Cho hypebol (H) : — c =1. Số nào là tâm sai của (H)? 
ĩ 
3 vỸ 4 4 
a) 1. b) —. c) —. d) -. e) —=. 
tạ 3 3 vĩ 
ĐA :d). 
sẽ 2 
04. Cho hypecbol (H) : x- sà > = 1, Đường thẳng nào tiếp xúc với (H) ? 
a)xy=Ô0. b)x=43. c)ọx¬y-3=(©0. 
d)x+vx+d3=Q0. ©€}X = ~3. 


ĐA : bì, e). 
.„ W° W° `. : ¬ 
05. Cho hypcbol có phương trình Ly sự 1. Các mệnh để sau đây, snệnh 
đề nào là đúng ? 
a) Hybpebol nhận Ox làm trục thực. 
b› Hypebol nhận Oy làm trục thực. 
e) Tiêu điểm của hypebol nằm trên Ox. 


d) Hypebol có hai đường tiệm cận là y = 4 2x 


-@) Hybebol có hai đườug tiệm cận là : y = + : X. 


ĐA :a), c), e). 
06. Hybebol (H) có các tiêu điểm F\(0; -3); F¿(0; 3) và một đỉnh !ä A(0: 2). 
Phương trình nào là phương trình của (H) 2? 





_ 2 2 ? 3# 
a) CS BC L b) _ _ =1; C) `: . x1 
4 5 ồ 3 H) 4 
9 2 
M X 2 2 
đd) “——-—=l; e)x”—y2= 1 
"NG- ¿ 


2 
07. Cho hybebol (H) : nn -y? =1. Có bao nhiêu điểm thuộc ŒH) nhìn hai 


tiêu điểm dưới một góc vuông ? . 
a)0 b)1 e) 2 d)3 e)4. 


ĐA :e). 
GÀ 3 : Ẹ 
08. Cho hybebol (H) : PT =1. Cặp đường thẳng nào là các tiếp tuyến 
của (H) song song với đường thẳng A: 3x- 4y-7=07 
qỒ 3x-4y-10=0 x+y+20=0 7 
) c 
3x- 4y +10=0 x+y-20=0 |4x~ 3y -10=9 
4x+ä3y+10=0 ` 
: e) Một cặp đường thăng khác. 
(4x+3y -:10 =0 
ĐA :a). 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 6 

01. Phương trình nào sau đây là phương trình của parabol ? 
a)y= 2x + x” b)yˆ=x- 9y. c)x°=2x-yŸ 
đ) 2x = (y - 1)” e)x°=y“— 1. 

ĐA :a);b); d). 

02. Cho parabol : y” = 4x. Đường thẳng nào sau đây tiếp xúc với parabol ? 
a)x=0. b)y= 2. €)x-y+2=0. d)x+y=0. e)y=x. 
ĐA:a) 

08. Mệnh để nào đúng ? 

a) Parabol chỉ có một trục đối xứng. 


b) Mọi đường thẳng song seng với trục của ®arabol cắt parabol tại một 
điểm duy nhất. ì 


e) Mọi đường thẳng không song song với trục của parabol đều cắt parabol 
tại hai điểm. 


d) Từ một điểm nằm ngoài parabol đều vẽ được hai tiếp tuyến với parabol. 
e) Parabol không có một tâm đối xứng. 
ĐA:a); b); d). 
04. Cho parabol (P) : yˆ = 8x. Mệnh để nào sau đây là mệnh để đúng ? 

a) Parabol (P) có trục đối xứng là Oy. 

-_ b) Tiêu điểm của parabol (P) nằm trên trục Ox. 
c) Gốc tọa độ là đỉnh paraboi (P). 
d) Đường thẳng x = 1 cắt parabol tại hai điểm. 
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e) Diểm (0; 1) nằm trong parabol. 
ĐA:Đ);c); d). 
05. Cho parabol x” = 4y. Điểm nào sau đây là tiêu điểm F parabol ? 
a)(2;0) b) (0; 2) c(4; 0) d)(0; 4) e) (0; -2). 
ĐA:b) 
06. Cho x = 3 là đường chuân của parabol. Phương trình nào sau đây là 
phương trình chính tắc của parabol ? 


R)x” s -19y b) y” = 12x c) x” = 12y k 
d)y” =-12x e) Một phương trình khác. 
ĐA:d). 


07. Cho parabol (P) : y = 2x”. Đường thẳng nào tiếp xúc với (P) tại điểm 
1 


M(- ; -1)? 
3 
a)X+y+l=0 b)x-y-1=0 €)2x+2y+1=0 
d)2x-7+1=0 e)x-2y+1=Ô. 
DA :c). 


08. Cho parabol (P) : v = 2x”. Đường nào là tiếp tuyến của (P) song song với 
đường phân giác góc phần tư thứ nhất ? 


aA)x-l1=0 b)y-1=0 €)x+y+1=0 
d)x-y+1x=0 e) Một đường thẳng khác. 
ĐA:3). 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 7 

01. Trong không gian Oxyz cho điểm M1; 2; 3). Trong các mệnh để sau 
mệnh đề nào đúng ? 

a) Tọa độ hình chiếu của M lên trục Ox là M.(1; 0; 0). 

b) Tọa độ hình chiếu của M lên trục Oz là M;(0; O0; 3). 

c) Tọa độ hình chiếu của M lên mp (Ôxy) là M(1; 2; 0). 

d) Các mệnh đề A, B, C đều sai. 

ĐA : Chọn a), b), c). 
09. Trong không gian Oxyz cho điểm (4; -3; 2). Trong bốn mệnh đẻ sau, 
mệnh đề đúng là : 

a) Điểm đối xứng của I qua gốc tọa độ O là I;(-4; 3; -2). 

b) Điểm đối xứng của Ï qua mp (Oxyz) là Iz(-4; -3; 2). 

e)ì Điểm đối xứng của I qua trục Oz là lạ(-4; 3; -2). 

d) Điểm đối xứng của I qua điểm M1; 1; 1) là điểm l„(-2; 5; 0) 

ĐA :a), bì. 
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03. Cho late® “tFhlsi,ta bì =600. Trong các mệnh để sau, mệnh đề 
nào đúng ? 
a) a.b=1 bla-bl= 8 e(a-b)1b d) a.b <2. 
ĐA : Chọn a), c). 
04. Tính tọa độ của vectơ đơn vị Ba biết rằng nó vuông góc với vectơ 


a =(1; 1; 0) và vectơ b = (0; 1; 1). Trong các kết quả sau đây, kết quả nào là 
sai ? 


dì @e= (-1; 1; 11. bì © "l§- : 
: v3 v3 v3 
^ 1.71 .Ÿ + ỳ 
e) e= Du |. đ) e= 1;0; 1). 
4s v3 3ÿ 
ĐA : Chọn a, d. 


05. Cho tam giác ABC. Gọi G là trọng tâm của tam giác, I là trung điểm của 
cạnh AB, O là một điểm tùy ý. Trong các mệnh đề sau, tìm mệnh đề đúng : 





a) OI = 2(OÁ + OB) ^ O 
b) OG = OA + OB + OC 
——> —> —— —~- lÍ 
e OA+OB+OC =0 3 
d) OG = T(OA + OB + OC). 
3 B C 


ĐA: a), d). 
06. Cho hình hộp ABCDA;B¡€¡D¡. 


Trong cás mệnh để sau, mệnh để nào sai ? 
a) AB: BB, + BỊC, = ÀC, 
b) CB + B,A; + AD, =CD; 


c) AC, + D,A + BD, = ẤD, 





dì DJC+ AÁy + CB+O,C = DỊB. 
ĐA : Tất cả các mệnh đề a), b), c), đ) đều đúng. 


07. Trong không gian Oxyz cho ba vectơ a : b , œ đầu khác vectd 0. Tìm 
mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau : 


— _ =. +. _— - 
a)› Nếu a -2b +äc =0thì a, b, e đồng phăng 
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b) Nếu a -2b +3c =0 thì a, b, € không đồng phẳng: 

e) Nếu ma +nb + pc = 0 và có ít nhất một trong các số m, n, p khác 
0 thì a § b : ẹ đồng phẳng. 

d) Nếu ma +mnb +pc =0 khi và chỉ khim=n=p=0 thì : a, b, c 
đồng phẳng. 

ĐÁ : Chọn a, c. 
08. Trong không gian Oxyz cho tam giác A, B, Ở với A(1; 0; -2) B(2; 1; -1), 
C(1; -2; 2). Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng ? 

a) Độ dài cạnh AB là v3. 

s : „i1 1 1ì 

b) Trung điểm I của cạnh BC là |—;—;~ |. 

4 4 2 


€) Trọng tâm G của tam giác ABC là lậrặr 3) 


3 3 
đd) cosA = 2V65- 
65 
ĐA : Chọn a, c. 
09. Trong không gian Oxyz cho bốn vectơ BC (2; 3; 1), be (5; 7; 0), 


c =(3;-2; 4) và d= (4; 12; -8). Đẳng thức nào sau đây đúng ? 


a) d = a+bx+c Bì ð e Re, 
c) d dan eÉ ñ} đ s8 + be, 


ĐA: Chọn b. 
10. Cho tan giác ABC với A(1; 2; -1), B(2; -1; 3), C(-4; 7; 5). Tính độ dài 
đường phân giác trong của góc B. Trong các kết quả sau đây, kết quả nào là 


đúng ? 
ỹ ` 
_ 2 v37 9/74 
27. b) —. —. d) —. 
a) VỀ ) 5 C) 5 ) ñ 
ĐA : Chọn d. 


11. Cho tứ diện ABCD với A(1; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1) và D (1; 1; 1). Gọi 
M, N lần lượt là trung điểm của AB và CĐ hãy tính độ dài của đoạn MN. 
Trong các kết quả sau kết quả nào đúng ? 


a) 1. b) _: €) Ề : đ)1 “ e) Một kết quả khác. 
ĐA : Chọn a. 
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12. Cho s. b : K: là ba vectơ tùy ý và x, y, z là các số thực. Trong bốn mệnh 
để sau, mệnh đề nào là đúng ? : 

a) Nếu x= y=z= 0 thì lhg vb, b — TT ye- = đồng phẳng 

b) Nếu x, y, z không đồng thời bằng 0 thì ba vectơ : s. = vb, zb ~ N, 
M c-za đồng phẳng. 


c) Nếu a=(x+y)b +zec với x, y, z đều khác không thì ba vectơ a, b, 


c đồng phẳng. 


đ) Nếu xa =yb+ " với x, y, z đều khác không thì ba vectơ ĐH, b„ Es 
đồng phẳng. 

ĐA : Chọn a, b, c, d. 
18. Trong không gian cho hai tam giác ABC và A¡B¡C¡ có chung trcng tâm 
G. Xét các mệnh đề sau đây, mệnh để nào đúng ? 


a) AAi : 8B, , CC; là ba vectơ đồng phẳng. 

b) AA, , BB, CC¡ là ba vectơ không đồng phẳng. 
c) AA,, BB,, CC; = 0. 

ĐA : Chọn a và c. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 8 

01. Trong không gian Oxyz cho điểm A(2; 6; -3). Xét các mệnh để :au đây 
xem mệnh đề nào đúng ? 

a) Mặt phẳng qua A và song song.với mặt phẳng (xOy) là z + 3 = 0. 

b) Mặt phẳng qua A và song song với mặt phẳng (yOz) là x - 2 = 0. 

e) Mặt phẳng qua A và song song với mặt phẳng (zOx) là y - 6= 0. 

d) Mặt phẳng qua A và chứa trục Ox là : y + 2z = 0. 
ĐA : Chọn a, b, c, d. 
02. Trong không gian các phương trình đã cho sau đây là phương trình của 
mặt phẳng. Hãy xét xem kết quả nào là đúng : 

a)2x= 0; b)5x +2y—-z= 0; 3x +y+z”+5=0 

d)2x—y+z?—7=0; e) 6x +ðy+1=0. 

ĐA : Chọn a, b, e. 
03. Xét xem các mệnh đề sau đảy, mệnh đề nào là đúng ? 

a) Mặt phẳng có phương trình x + 2y — 5 = 0 song song với trục Oz. 

b) Mặt phẳng có phương trình y ~ 2z + 3 = O song song với trục Ox. 
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e- Mặt pháng có phương trình x + y + 2 +1 = 0 song song với trục Ôz. : 

d; Hai mặt phẳng x + y -z + 1=0 và 2x + 2y — 3z — B = O song song với 
nh au. 

ĐA: Chọn a,b, d. 
04. Các mặt phẳng có phương trình sau đây đi qua gốc tọa độ : xét xem 
mệnh để nào đúng ? 

a)3v =0; b)5x+2y—z=0 

€)x+4y—-3z+ 7= 0; d)3x— 7z= 0. 

ĐA : Chọn a, b, d. 


05. Chọn các mặt phẳng có phương trình sau đây nhận n = (0; 1; -3) làm 
vectơ pháp tuyến. 


A)x+y-3z2—1=0; b)y_— 3z + 15 =0 
€)2v—-6z+ 7= 0; d)x+y-10=0. 
ĐA : Chọn b, c. 


06. Hãy xét xem các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 
a) Fai mặt phẳng x = 0 và y = 0 xác định một chùm mặt phẳng. 
b) Điểm gốc tọa độ thuộc chùm mặt phẳng có phương trình : 
o(2x + 3äy -— Z) + (y +z)= 0. 
c) Ba mặt phẳng x = 0, y = 0, z = 0 thuộc một chùm mặt phẳng. 


đ) Eai mặt phẳng š + : +z=1 vàx= 0 xác định một chùm mặt phẳng. 


ĐA : Chọn a,b, d. 
07. Hãy chọn các mệnh để đúng trong các mệnh đề sau đây : 

a) Rhoảng cách từ gốc tọa độ đến mạặt phẳng x + y + 2z - 4 = 0 bằng 1. 

b) Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song x - 1=O0vàx+2=0 
bằng 3. ` 


e) Gic nhọn tạo nên bởi hai mặt phẳng cắt nhau bằng góc giữầằ hai vectơ 
pháp tuyến của chúng. 
đì Gie nhọn giữa mặt phẳng x + y + z = 1 và mặt phẳng x = 0 bằng 45”. 
ĐA : Chọn b. 
08. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào là đúng ? 
a) Mặt phẳng 2x - 3y + z + 7 = 0 có vectơ pháp tuyến n = (4: -6; 2). 
b) Gie giữa mặt phẳng z = 0 và mặt phẳng y - z = 0 bằng tà 
e) K›oảng cách từ gốc tọa độ đến mặt phẳng x + 2y - 5z - 7 = 0 bằng 7. 
đd) Hai mặt phẳng x = 0 và y = 0 vuông góc với nhau. 
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e) Hai mặt phẳng z = 2 và y + z = 0 song song với nhau. 

ĐA : Chọn a, b, d. 
09. Hảy chọn các mệnh đề đúng trong các mệnh để sau đây : 

a) Hai mặt phẳng x + 2y = 0 và x - y = 0 cắt nhau. 

b) Hai mặt phẳng y - 6 =0vày+z =0 song song với nhau. 

c) Mặt phẳng 2x -- 3y + 4z + 4 = 0 chứa điểm M(-2; 0;0). 

d) Mặt phẳng xy + yz = 0 đi qua gốc tọa độ. 

ĐA : Chọn a, c. 
10. Cho vectơ BC (1; 0; 1), be (0; 1; 0). Hãy chọn các mệnh để đúng trong 
các mệnh đề sau đây : 
a) Mặt phẳng (P) có phương trình : x - z + 1 = 0 nhận a, b làm cặp vectơ 
chỉ phương. 

b) Mặt phẳng (Q) có phương trình 2x + 2z - 1 = 0 nhận a làm vectơ 
pháp tuyến. 

c) Mặt ph:¿ng (R) có phương trình : 2y - 3 = 0 nhận b làm vectơ pháp 
tuyến. 

d) Hai mặt phẳng (Q) và (R) vuông. góc với nhau. 

ĐA : Chọn a, b, c, d. 


11. Cho hệ trục tọa độ Oxyz và ba điểm A(1;0; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; 3). Hãy 
chọn các mệnh để đúng trong các mệnh đề sau dây : 


a) Mặt phẳng qua A song song với mặt phẳng (yOz) có phương trình : 
x-1=(0. 
b) Mặt phẳng chứa A và B và song song với Oz có phương trình : 


w„ S =W e0 
2 


e) Mặt phẳng (ABC) có phương trình : x + TẮO -1=0. 


d) Mặt phẳng 2x + 3y + 2z + 1 song song với mặt phẳng (ABC). 
ĐA : Chọn a, b, c. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 9 
01. Trong không gian Oxyz, cho đường thăng (1) đi qua điểm A(2; 0; =3) và 


"ì 
nhận a= (2; -3; 5) làm vectơ chỉ phương. Hãy tìam các mệnh: đề sai: : 


Xe: 24. -2E 
a) Phương trình tham số của đường thẳng (d) là : {y =t 

| &_/ền 

(Z= =ủở — ỗt 
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x†+2_ y _Zø-3 
-3 b) 

3(x-2)+2y =0 

- 5(x - 2) = 2(Z - đ) = 





b) Phương trình chính tắc của đường thẳng (đ) là : 


c) Phương trình tổng quát của đường thẳng (d) là 4 


ĐA : Chọn bì). 


02. Phương trình chính tắc của đường thẳng (đ) đi qua điểm A(1; 4; -7) và 
vuông góc với mặt phẳng x + 2y — 2z = 0 trong không gian Oxyz là : 








2x-1= PT, b)x-1l=y-4=z+7. 
œ X-1_ y-4 sử? 
4 1 2 


Hãy tìm các mệnh đề sai. 
ĐA : Chọn b, c. 
03. Trong không gian Oxyz cho đường thẳng (d) có phương trình : 


x+y+2=0 
3x-4z=0 ˆ 
Ñ 
: : + |0 T| ỊI | 
a) Đường thăng (d) có vectơ chỉ phương v= lụ sŸla d)" (4; -4; -3). 


b) Đường thẳng (d) cắt mặt phẳng x + y +z+ 1= 
c) Đường thẳng (d) vuông góc với mặt phẳng 4x + 4y + 5 = 0. 
Hãy tìm các mệnh để đúng. _ 
ĐA : Chọn a), b), c). 
04. Trong không gian cho hai đường thẳng (dì) và (đ;) : 


Íx=-1 x=l+t 
(dị): 4y = 2t (đ¿): sy=t' 
|z~=2-t z=3+4t' 
Hai đường thủng (dì), (d;) : 
a) Cùng phương. b) Vuông góc với nhau. 
c) Chéo nhau. d) Cắt nhau. 


_ Trường hợp nào đúng ? 
ĐA : Chọn c). 
05. Trong không gian Oxyz cho đường thẳng (A) có phương trình 
(A): si +y=0 
y+2z=0 
Hãy xét xem mệnh đẻ nào sau đây là mệnh đề đúng : 
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a) Đường thẳng (A) song song với trục Oz. _ 

b) Mặt phẳng (ơ) có phương trình 2x - 2z = 0 chứa (A). 

c) Đường thẳng (A) đi qua gốc tọa độ. 

ĐA : Chọn b, c. : 


06. Trong không gian Oxyz cho hai đường thẳng (dị) và (d;) chéo nhau có 
phương trình : 


x=l-u x=2v 
(dị): y=u (đạ): $y =1-—v. 
z=-u Zz=V 


a) Đường vuông góc chung của (d¡) và (d;) có vectơ chỉ phương là 
v«Í({1 -1|-1 -1||-1 "... 
v= l1 hL 1 Ả| 2 -l) - (0; -1; -1). 


7J 
b) Mặt phẳng (P) chứa (di) và song song với (dạ) có phương trình là : 
y+z=0. é 
c) Khoảng cách giữa (dị) và (dạ) bằng khoảng cách giữa điểm M(0; 1; 0) 
thuộc dạ đến mặt phẳng (P) được tính theo công thức : 











1 J5 
d(d:, d;) = d(M, P) = `... 
tì dv1+1 v2 2 


ĐA : Chọn a, b, c. 


07. Hãy ghi rõ đặc điểm và tính chất của đường thắng cho bằng các phương 
trình sau : l 


; .„ Jx=y z-y=0 
l)x=y=# nÌNN: Đị 0 
Hãy chọn các mệnh đề đúng sau đây : 
a) Phương trình đường thẳng trong cả trường hợp 1, 2, 3 đều đi qua gốc 

tọa độ O(0; 0; 0) và đi qua điểm E(1; 1; 1). 
b) Phương trình trong trường hợp 2, là phương trình đường phân giác của 
c) Phương trình trong trường hợp 3, là phương trình đường phân giác của 
xOÖz. - 


ĐA : Chọn a, b. 
: x=8+4át 
08. Cho đường thẳng (d) : 4y = -1-t. 
z=4+2t 


Chọn mệnh đề sai trong các mệnh đề sau : 


_a) Đường thẳng (d) đi qua điểm M(3; -1, 4) và nhận a = (4; -1; 2) làm 
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vectơ chỉ phương. 
b) Đường thẳng (d) vuông góc với mặt phẳng 6x - 2y + 8z - 1= 0. 
c) Đường thẳng (đ) song song với mặt phẳng 2y + z - 2= 0. 
d) Đường thẳng (d) vuông góc với đường thẳng (d') có phương trình : 
x-3 _y+ 1 _= 4 
4 =1 2 





ĐA : Chọn b, c, d. 
09. Cho đường thẳng (đ) có phương trình x = y = z đối với hệ tọa độ Oxyz. 
Hãy chọn mệnh để sai trong các mệnh đề sau : 


a) Đường thẳng (d) cắt mặt phẳng x + : + =1; 


b) Đường thẳng (d) cắt các mặt phẳng tọa độ : x = 0, y =0, z= 0. 
c) Đường thẳng (đ) nằm trong mặt phẳng x - y = 0. 


d) Hình chiếu vuông góc của (đ) trên mặt phẳng (xOy) là h ni =0 
(2= 


ĐA : Chọn d. 
10. Hãy chọn các mệnh đề đúng trong các mệnh sau đây : 
Các phương trình sau đây là phương trình đường thẳng trong không gian 
2 
° x“=yz 
b) Ẳ: lở 


a)X=y=l ) 


_ 1 đ) 2x - 3y + 5z+6= 0. 
z=]1 —=Yy 
x 


ĐA : Chọn a, b. 
11. Hãy chọn các mệnh đúng sau đây : 
Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho điểm M1; 2; 3). 


. NG 
a) Đường thẳng OM có phương trình : = : 
X=zZ 
: =1 
b) Đường thăng đi qua M và song song với trục Ôz có phương trình : 
y = 
c) Đường thẳng đi qua M và vuông góc với mặt phẳng (yOz) có phương 
x=l+t 
trình : 4y = 2. 
z=3 


d) Khoảng cách giữa đường thẳng đi qua M và vuông góc với mặt phẳng 
(yOz) với đường thẳng Ox bằng 2. 


ĐA : Chọn a, b, c. 
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12. Trong không gian với hệ trục Oxyz cho đường thẳng (d) có phương trình : 
x-l1_y-2_z-3 
2 ä 4 


Hãy chọn các mệnh đúng sau đây : 





a) Đường thẳng (d) đi qua gốc tọa độ. 

b) Đường thẳng (đ) thuộc mặt phẳng 3x - 2y + 1 = 0. 
c) Điểm M(3; 5; 7) thuộc đường thẳng (d). 

d) Đường thẳng (đ) song song với mặt phẳng (xOy). 
ĐA : Chọn b, c. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 10 

01. Mặt cầu tâm I(1; 2; -3), bán kính R = 2 có phương trình là : 

a)(x+ 1)? +(y + 9)” + (z -3) = 4. 

b) (x— 1)? + (y-— 2) + 2 + 3)” = 2°. 

c) x? + y + z” + 2x - 4y -6z + 5 = 0. 

d)x?+y” + zˆ -2x - 4y + 6z + 10 = 0. 

Trong các mệnh đề trên, mệnh để nào là đúng ? 

ĐA : Chọn b, d. 
02. Trong không gian cho mặt cầu (S) có phương trình : 

x*+y?+z?- 9x + 4y - 6z - 11 =0. 

Trong các mệnh để sau đây, mệnh để nào là đúng ? 

a) (S) là mặt cầu tâm I(1; -2; 3) và có bán kính bằng 5. 

b) (S) là mặt cầu tâm H (-1; 2; -3) và có bán kính bằng 7. 

e) (3) là mặt câu tâm M(1; 2; 3) và có bán kính bằng 6. 

d) (S) là mặt cầu đi qua gốc tọa độ O(0; 0; 0). 

ĐA : Chọn a. 


03. Trong các phương trình sau, phương trình nào là mặt cầu (S) đi 4ua điểm 
M(1; -1; 4) và tiếp xúc với tất cả các mặt phẳng tọa độ ? 


a)(x-3)°+(y+3)2+(z-3) =9. 

b) (x + 3)” + (y + 3)? + œ - 3)? = 27. 

e)x”+ y?+ z?- 3x - 3y +3z - 9 = 0. 

d) x”+ y? + zˆ - 6x + 6y - 9z + 18 = 0. 

e) Không phải các phương trình trên. 

HD : Tâm I của mặt cầu phải thuộc phần không gian chúa M(x > 0, y < 0, 
z > 0). Vậy I(R; -R; R) và ta có : (1 - R?) + (-1 + RỶ +(4- R)”=R>R=3. 


Do đó ta chọn a. 
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04. Trong không gian Oxyz cho mặt cầu (S) có phương trình là : 
x?+yˆ+z”- 2x - 4y - 6z = 0. 

Xét các mệnh đề sau đây xem mệnh đẻ nào là đúng : 

a) Mặt cầu (S) đi qua gốc tọa độ. 

b) Tâm của mặt cầu là 1(1; 2; 3). 

c) Mặt cầu (S) cắt mặt phẳng x = 0. 

d) Mặt cầu (8) có bán kính R = 1. 

ĐA : Chọn a, b, c. 
05. Trong không gian Oxyz cho điểm I(-3; 1; 2) và mặt phẳng 

(œ):2x+3y+z- 18= 0. 

a) Mặt cầu tâm I, bán kính R = 4 cắt mặt phẳng (o'). 

b) Mặt cầu tâm I, bán kính R = 4 tiếp xúc mặt phẳng (œ'). 

c) Mặt cầu tâm I, bán kính R = 4 cắt mặt phẳng (œ) theo giao tuyến là 
một đường tròn có bán kính r = v2. 

d) Mặt cầu tâm I, bán kính R = 1 cắt mặt phẳng (ø). 

Trong các mệnh đề nêu trên, mệnh đề nào là đúng ? 

ĐA : Chọn a, c. 
06. Cho mặt cầu (S) có phương trình : (x - 1)” + (y + 3) + (z - 2J = 49. 

Chọn các mệnh đề đúng sau đây : 

a) Điểm M (7; -1; 5) thuộc mặt sầu (S). 

b) Mặt phẳng 2x + 3y + 6z - 5 = 0 tiếp xúc với mặt cầu. 

c) Mặt phẳng 6x + 2y + 3z - 55 = 0 tiếp xúc với mặt cầu. 

d) Mặt phẳng x + 2y + 2z - 7 = 0 tiếp xúc với mặt cầu. 

ĐA : Chọn a, c. Ỹ 
07. Cho mặt cầu (S) có phương trình : (x ~ 3)” + (y + 2)” + (z - 1)” = 100 và 
mỹ : phẳng (œ) có phương trình : 2x - 2y - z + 9= 0. 

Hãy chọn các mệnh đề đúng sau đây : 

a) Mặt cầu (S) không cắt mặt phẳng (œ). - 

b) Mặt cầu (S) cắt mặt phẳng (ơ) theo một đường tròn (2. 

c) Mặt câu (S) cắt mặt phẳng (œ) theo đường tròn (4) có bán kính r = §. 


d) Mặt sầu (S) cắt mặt phẳng (œ) theo đường tròn (#2 có tâm là điểm 
H(-1; 2; 3). 
ĐA : Chọn b, c, d. 
08. Hãy chọn các mệnh đẻ đúng sau đây : 


Trong không gian, các phương trình sau đây là phương trình mặt câu : 
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a) xX +y?-x-y-1=0 b) x`+y—10=0 
c) 2x” +2y°+2z?-2=0 Đ XvŸ v2 a0, 
ĐA: Chọn c, d. 

09. Cho mặt câu (S) có phương trình : (x - 1)” + (y - 1)” + (z — 1)” = 1. 
Hãy chọn các mệnh đề đúng sau đây : 
a) Mặt cầu (S) tiếp xúc với các mặt phẳng tọa độ. 


: x=t 
b) Tâm mặt cầu (S) là điểm I, thuộc đường thẳng có phương trình : 4y = t 
Z=t 


c) Mặt cầu (S) đi qua gốc tọa độ. 
d) Mặt cầu (S`) tiếp xúc với mặt cầu (S) cho trước và có phương trình là : 
x+y°+z?=1. 
ĐA : Chọn a, b. 
10. Chọn các mệnh đề đúng sau đây : 
a) Phương trình x” + yŸ = 1 là phương trình một mặt cầu. 
b) Phương trình ax” + by” + z” = abc với a # b # e # a là phương trình một 
mặt cầu. 
x*+y?+z?-9=0 
x? +y? +zˆ? -9x- 2y - 2% —6 =0 
đường tròn trong không gian. 
d) Phương trình x” + yŸ + z? - 2x + 4y - 6z + 15 = 0 là phương trình của 
một mặt cầu. 
ĐA : Chọn c. 


c) Phương trình : là phương trình của một 
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